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Аннотацiя

Райлян (Чернишенко) А.А. Обернена задача знаходження форми гра-

фу та узагальнення теореми Амбарцумяна. - Квалiфiкацiйна наукова праця

на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецi-

альнiстю 111 Математика. - ДЗ "Пiвденноукраїнський нацiональний педа-

гогiчний унiверситет iменi К.Д. Ушинського". Мiнiстерство освiти i науки

України, Одеса, 2024.

Дисертацiйна робота присвячена прямим та оберненим спектральним

задачам, якi виникають при розглядi квантовомеханiчних систем на ме-

тричних графах. Такi задачi описують, наприклад, рух квантовомеханi-

чної частинки у тонкому хвильоводi, що має форму графу. З точки зору

математики йдеться про задачi, породженi диференцiальними рiвняннями

квантової механiки, що заданi на метричних графах.

Дисертацiйна робота складається з пяти роздiлiв, перший з яких є

вступ, висновкiв до кожного роздiлу i загальних висновкiв, та списку вико-

ристаних джерел, що мiстить 91 найменування. У вступi визначено обєкт i

предмет дослiдження, обгрунтовано актуальнiсть теми дисертацiйного до-

слiдження, сформульовано мету i завдання, визначено методи дослiджен-

ня, його наукову новизну, практичну значимiсть, прокоментовано апроба-

цiю, описано структуру дисертацiйної роботи та її основний змiст.

У другому роздiлi коротко описана iсторiя обернених спектральних за-

дач Штурма-Лiувiлля на iнтервалi, на зiрковому графi, на довiльному ме-

тричному деревi i на простому звязному графi. Зазначено, що iснують двi

постановки обернених задач на графах. В першiй постановцi даними є фор-

ма графу та спектр або спектри задач Штурма-Лiувiлля на цьому графi,

треба знайти потенцiали на ребрах. У другiй постановцi оберненої задачi

вiдомий спектр (або спектри), а треба знайти форму графу. В данiй дисер-

тацiйнiй роботi розглянутi оберненi задачi у першiй постановцi (роздiл 3)

та у другiй постановцi (роздiл 4, роздiл 5).
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У третьому роздiлi розвязана, по-перше, пряма задача з трьома спе-

ктрами, яку можна розглядати як задачу на графi P3. Це задача про вза-

ємне розташування власних значень задачi Штурма-Лiувiлля на iнтервалi

з умовою Неймана на одному кiнцi та умовою Дiрiхле на другому кiнцi та

власних значень задач, породженим тим же рiвнянням Штурма-Лiувiлля

на лiвiй половинi цього iнтервалу та на правiй половинi цього iнтервалу.

Доведено, що власнi значення задачi на всьому iнтервалi чергуються з еле-

ментами об’єднання спектрiв задач на половинах iнтервалу.

Також, в цьому роздiлi розв’язана обернена задача за трьома спектра-

ми, тобто задача вiдновлення потенцiалу рiвняння Штурма-Лiувiлля, ви-

ходячи з вiдомих спектра задачi Штурма-Лiувiлля на цьому iнтервалi та

спектрiв задач на половинах цього iнтервалу. Доведено, що якщо власнi

значення задачi на всьому iнтервалi чергуються з елементами обєднання

спектрiв задач на половинах цього iнтервалу у строгому сенсi, то розвязок

такої оберненої задачi єдиний.

Розглянуто особливий випадок, в якому для знаходження потенцiалу

достатньо знати не три вищезгаданi спектри, а тiльки два та одне власне

значення з третього. Цей випадок є аналогом ситуацiї в якiй справедлива

класична теорема Амбарцумяна.

У четвертому та п’ятому роздiлах розглянутi задачi вiдновлення фор-

ми графiв, виходячи зi спектрiв крайових задач. У четвертому роздiлi роз-

глянута спектральна задача, породжена рiвняннями Штурма-Лiувiлля на

простих зв’язних рiвнобiчних метричних графах зi стандартними умовами

у вершинан. Пiд стандартними умовами маємо крайовi умови Неймана на

висячих вершинах та умови неперервностi та Кiрхгофа у внутрiшнiх вер-

шинах. Знайденi асимптотичнi формули для власних значень таких задач,

причому показано, що в той час, як головний член асимптотики, добре вi-

домий, як вейлiвський (див. рiвняння (4.11) нижче), залежить тiльки вiд

довжини ребра та кiлькостi ребер, другi члени асимптотики є рiзними для

рiзних пiдпослiдовностей спектра. Коефiцiєнти при других членах асим-

птотики, як це доведено в роботi, взаємнооднозначно пов’язанi з власними
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значеннями нормованого Лапласiану цього графу i не залежать вiд потен-

цiалiв на ребрах графу (мається на увазу, що цi потенцiали є дiйсними

L2-функцiями). Це означає, що отриманi з експерименту другi коефiцiєнти

у пiдпослiдовностях, з яких складається спектр, дають можливiсть знайти

власне значення дискретного Лапласiану графа. Далi задача звелася до

проблеми вiдновлення форми графа, виходячи з власних значень дискре-

тного Лапласiану (та вiдомої кiлькостi ребер графу, яку можна знайти з

вейлiвської формули для першого члена). Розглянуто всi простi зв’язнi гра-

фи кiлькiсть вершин у яких не перевищує п’яти. Знайдено визначники їх

нормованих Лапласiанiв i порiвняно мiж собою тi з них, котрi мають одна-

кову кiлькiсть ребер. Виявилось, що всi вони рiзнi. Це означає, що серед

простих зв’язних рiвнобiчних графiв з кiлькiстю вершин не бiльше п’яти

немає коспектральних. Тут, пiд коспектральними маються на увазi неiзо-

морфнi графи з однаковим спектром задачi Штурма-Лiувiлля зi стандар-

тними умовами у вершинах. Вiдомо, що iснує пара коспектральних графiв

з шiстьома вершинами. Отже, отриманий результат не можна поширити

на графи з кiлькiстю вершин бiльше п’яти. Окремо розглянуто випадок

дерев. Для рiвнобiчних дерев доведено, що, якщо кiлькiсть вершин не пе-

ревищує восьми, то визначники всiх дискретних Лапласiанiв рiзнi, тобто

не iснує коспектральних у нашому сенсi графiв серед рiвнобiчних дерев

з кiлькiстю вершин ≤ 8. Вiдомо, що iснує пара коспектральних графiв з

дев’ятью вершинами. Отже, нащ результат не можна поширити на випадок

дерев з кiлькiстю вершин бiльше восьми. Для знаходження форми графу

виходячи з визначника дискретного Лапласiану слiд скористатися тим, що

графам зображеним на рисунку 3 вiдповiдають характеристичнi многочле-

ни, тобто визначники дискретних Лапласiанiв наведенi на сторiнках 47-48.

Деревам, зображеним на рисунках 4 та 5 вiдповiдають характеристичнi

многочлени, представленi на сторiнках 48-50. Таким чином, обернена за-

дача вiдновлення форми простого зв’язного рiвнобiчного графу, виходячи

зi спектру задачi Штурма-Лiувiлля на цьому графi з стандартними умо-

вами у вершинах має єдиний розв’язок, якщо кiлькiсть вершин у графi не
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перевищує пяти. Обернена задача вiдновлення форми рiвнобiчного дерева,

виходячи зi спектру задачi Штурма-Лiувiлля на цьому деревi з стандар-

тними умовами у вершинах має єдиний розвязок, якщо кiлькiсть вершин

у графi не перевищує восьми.

У пятому роздiлi розглянута обернена задача знаходження форми гра-

фу, виходячи зi спектру задачi, породженої рiвнянням Штурма-Лiувiлля на

простому звязному рiвнобiчному графi зi стандартними умовами на вну-

трiшнiх вершинах i умовами Дiрiхле на висячих вершинах. Показано, що

в деяких випадках (це залежить вiд форми графу) спектр однозначно ви-

значає форму графу, але, як показано на прикладах, в iнших випадках це

не вiдбувається, тобто iснують коспектральнi графи.
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Abstract

Railian (Chernyshenko) A.A. Inverse problem of recovering the shape of a

graph and generalizations of Ambarzuvian’s theorem. Qualifying work on the ri-

ght of a manuscript. Thesis for a degree of Doctor of Philosophy in specialty 111

Mathematics. South - Ukrainian national pedagogical university named after

K.D. Ushinsky. Ministry of Education and Science of Ukraine, Odesa, 2024.

The thesis is devoted to direct and inverse spectral problems which occur when

quantum mechanical problems are considered on metric graphs. Such problems

describe a quantum particle motion in a thin waveguide. From mathematical

point of view these are problems generated by differential equations of quantum

mechanics defined on metric graphs. In the introduction the object, the subject

and the subject-matter of the investigation are described, relevance of the topic

and its novelty are proved, practical importance is shown. The approbation is

described and the structure and the main content are given. In Section 2 a brief

history of direct and inverse spectral Sturm-Liouville problems on an interval,

on a star graph, on an arbitrary tree and on a simple connected metric graph

is presented. There exist two settings of inverse problem on a graph. In the

first setting the shape of a graph is given as well as the spectrum of a spectral

problem or spectra of spectral problems and it necessary to find the potentials

on the edges. In the second setting of inverse problem on graphs the spectrum

(or spectra) is given, we need to find the shape of the graph. In the third section

the first setting of the inverse problem is considered while in the fourth and in

the fifth – the second.

In the third section first of all the direct three spectra problem is consi-

dered which is a problem on the P3 graph. This is the problem of mutual

arrangement of the eigenvalues of the Sturm-Liouville problem on an interval

with the Neumann condition at one of the ends and the Dirichlet condition

at the other end, the eigenvalues of the Sturm-Liouville problems on the left

half and on the right half of the interval. It is proved that the eigenvalues of

the problem on the whole interval interlace with the elements of the union of
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the sets of eigenvalues of the problems on the parts of the interval. The three

spectra inverse problem is considered in this section also. This is the problem

of recovering the potential of the Sturm-Liouville equation using the spectrum

of the problem on the whole interval and the spectra of the problems on the left

and the right halves of the interval. It is proved that if the eigenvalues of the

problem on the whole interval strictly interlace with the elements of the union

of the spectra of the problems on the halves of the interval then the solution

of the three spectra inverse problem is unique. A special case is considered in

which not three but two spectra and one eigenvalue of the third spectrum uni-

quely determine the potential. This case is an analogue of the situation where

Ambarzumian’s theorem is true.

In the fourth and fifth sections problems of recovering the shape of graphs

using the spectra of boundary value problems are considered. In the fourth

section the Sturm-Liouville problem on simple connected equilateral metric

graphs is considered with the standard conditions at the vertices. By standard

the Neumann conditions at the pendant vertices and Kirchhoff’s and continui-

ty conditions at the interior vertices are meant. Asymptotic formulae for the

eigenvalues of such problems are obtained. It is shown that the main term of

these asymptotics known as Weyl’s term (see equation (4.11)) depends only

on the number of edges and on the length of an edge. The second term of the

asymptotics is different for different subsequences of the spectrum. It is proved

that the coefficients in the second terms are in one-to-one correspondence with

the eigenvalues of the normalized Laplacian of the graph and does not depend

on the potentials on the edges (it is assumed that these potentials are real and

belong to L2(0, l)). Thus, the coefficients of the second terms in asymptoti-

cs of the spectrum subsequences enable to find eigenvalues of the normalized

Laplacian. Then the problem is reduced to the problem of recovering the shape

of a graph using eigenvalues of the normalized Laplacian (and the number of

edges which can be obtained from the Weyl’s formula for the first term of the

asymptotics). For all the simple connected graphs with the number of vertices

not exceeding five the determinants of the normalized Laplacians are found.
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Those of them which has the same number of edges are compared. It appeared

that all of them are different. This means that there are no cospectral among

simple connected equilateral graphs with the number of vertices less or equal

five. By cospectral we mean nonisomorphic graphs with the same spectra of

the Sturm-Liouville problem with the standard conditions at the vertices. It

is known that there exists a pair of cospectral graphs on six vertices. Thus,

this result can’t be extended to the case of more than five vertices. The case of

trees is considered separately. It is proved that if the number of the vertices in

equilateral trees does not exceed eight then the determinants of the normali-

zed Laplacians are different and therefore there are no cospectral in our sense

equilateral trees with the number of vertices not exceeding eight. It is known

that there exists a pair of cospectral trees on nine vertices. Thus, this result

can’t be extended to the case of trees of more than eight vertices. To find

the shape of a graph using the normalized Laplacian determinant one should

use the fact that graphs of Fig. 3 of the thesis are in one-to-one correspondence

with the characteristic polynomials, i.e. determinants of the normalized Laplaci-

ans given at pages 47-48. The trees shown at Fig. 4 and 5 are in one-to-one

correspondence with the characteristic polynomials given at pages 48-50 . Thus,

the inverse problem of recovering the shape of a simple connected equilateral

graph using the spectrum of the Sturm-Liouville problem on this graph wi-

th the standard conditions at the vertices possesses a unique solution if the

number of the vertices does not exceed five. The inverse problem of recoveri-

ng the shape of an equilateral tree using the spectrum of the Sturm-Liouville

problem on this graph with the standard conditions at the vertices possesses

a unique solution if the number of the vertices does not exceed eight. In the

fifth section the problem of recovering the shape of a simple connected graph

using the spectrum of the Sturm-Liouville problem on this graph with standard

conditions at the interior vertices and the Dirichlet conditions at the pendant

vertices is considered. It is shown that in some cases (it depend on the shape

of the graph) the spectrum uniquely determines the shape of the graph but in

other cases there exist cospectral graphs.
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РОЗДIЛ 1

1 Вступ

Актуальнiсть теми. Теорiя квантових графiв, тобто спектральна тео-

рiя диференцiальних рiвнянь квантової механiки, заданих на клазi одно-

вимiрних областях (метричних графах) останнiм часом перетворилась на

окремий роздiл математичної фiзики, який швидко розвивається. Пiдтвер-

женням цього є публiкацiя великої кiлькостi статей i таких могографiй, як

[6], [52]. Особливе мiсце в цiй спектральнiй теорiї займають оберненi задачi,

тобто задачi вiдновлення рiвнянь квантової механiки або крайових умов,

або форми графу виходячи з вiдомого спектру або спектрiв крайових задач

на цьому графi. У випадку некомпактного графу замiсть спектру викори-

стовують так звану S-функцiю, яка може бути знайдена використовуючи

даннi розсiєння з експерименту.

Таким чином, оскiльки, рiвняння квантової механiки на графах є акту-

альними у дизайнi квантових мiкросхем, а також у теорiї синтезу електри-

чних ланцюгiв тема дисертацiї є актуальною.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Тема затвержена на засiданнi вченої ради унiверситету Ушинського вiд

21.10.2021, протокол 4. Дисертацiйне дослiдження виконано вiдповiдно до

плану науково-дослiдної роботи кафедри вищої математики i статистики

фiзико-математичного факультету Державного закладу "Пiвденноукраїн-

ський нацiональний педагогiчний унiверситет iменi К. Д. Ушинського"та

здiйснено в межах науково-дослiдної роботи за темами

1. "Скiнченновимiрна та нескiнченновимiрна теорiя операторiв та

операторних в’язок на графах". Державний реєстрацiйний номер

01119U002030 (2018-2023)

2. "Оберненi задачi у теорiї квантових графiв". Державний реєстрацiй-

ний номер 0124U000180 (2024-2028)

3. "Оберненi задачi знаходження форми графiв за спектральними да-
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ними". Державний реєстрацiйний номер: 0124U000818, 2024-2026

Мета i завдання дослiдження. Метою дослiдження є розв’язання

геометричної оберненої задачi, тобто задачi вiдновлення форми графу, ви-

ходячи зi спектру крайової задачi на цьому графi, а також з’ясування чи є

розв’язок цiєї задачi єдиним. У випадку, коли розв’язок не є єдиним, цiллю

було знаходження коспектральних графiв.

Методи досдiдження. У роботi були знайденi i використанi асимпто-

тичнi формули для власних значень спектральної задачi Штурма-Лiувiлля

на простому зв’язному рiвнобiчному метричному графi, а також такi фор-

мули для випадку дерева.

Був використаний звязок мiж коефiцiєнтами у других членах асимпто-

тичних розвинень власних значень спектральної задачi Штурма-Лiувiлля

на рiвнобiчному графi з власними значеннями дискретного лапласiану вiд-

повiдного комбiнаторного графу.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi одержанi в дисерта-

цiї науковi результати є новими. Хоча задача Штурма - Лiувiлля за трьома

спектрами розглядалася ранiше [72], [36], але з iншими крайовими умова-

ми. Випадок Амбарцумяна в оберненiй задачi за трьома спекрами ранiше

не розглядався.

Результати вiдносно єдиностi розвязку геометричної спектральної за-

дачi Штурма-Лiувiлля на графi ранiше були вiдомi тiльки для випадку

графу P2, тобто для графу, що є сегментом з двома вершинами.

Практичне значення одержаних результатiв. Ця дисертацiйна ро-

бота має теоретичний характер, тому її результати становлять iнтерес у

галузi математичної фiзики, диференцiальних рiвнянь та їх застосувань.

Також цi результати можуть бути використанi у дизайнi квантових мiкро-

схем та теорiї синтезу електричних ланцюгiв.

Ключовi слова. Обернена задача, граф, дерево, коспектральний, рiв-

няння Штрума-Лiувiлля, метричний граф, висяча вершина, ребро, потенцi-

ал, власнi значення, спектр, крайова умова Дiрiхле, крайова умова Нейма-

на, корiнь, матриця сумiжностi, головна пiдматриця, нормований лапла-
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сiан, початкова задача, степiнь вершини, асимптотика, характеристична

функцiя, оператор Штурма-Лiувiлля, пряма задача.

Особистий внесок здобувача. Усi результати, що виносяться на за-

хист, отриманi здобувачем самостiйно. Постановка задач та загальне керiв-

ництво роботою належить науковому керiвнику В.М. Пивоварчику.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi положення, висновки i

результати дисертацiйного дослiдження обговорювалися та отримали пози-

тивну оцiнку та були також представленi на всеукраїнських математичних

конференцiях:

1. Мiжнародна конференцiя молодих математикiв 1–3 червня 2023 Iн-

ститут математики НАН України, Київ, Україна, "Про обернену задачу

трьох спектрiв i теорему Амбарцумяна".

2. AGMA(Algebraic and geometric methods of analysis) may 29 - June

1, 2023 Одеса "Знаходження форми квантових графiв за умов Дiрiхле на

висячих вершинах".

А.А. Райлян постiйно приймає участь у роботi мiжнародного наукового

семiнару кафедри «Quantum Graphs and Related Topics», де успiшно пре-

зентувала деякi результати своєї дисертацiї.

Публiкацiї. Основнi положення дисертацiйного дослiдження викладе-

нi у 3 наукових працях, якi iндексуються у наукометричних базах даних

Scopus (див. [23], [24], [25], де [25] - переклад статтi [91]).

Структура i обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з п’яти роз-

дiлiв, перший з яких є вступом, висновкiв до кожного роздiлу i загальних

висновкiв, списку використаних джерел, що мiстить 91 найменування. За-

гальний обсяг тексту дисертацiї - 94.
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РОЗДIЛ 2

2 Iсторiя обернених задач Штурма - Лiувiлля

Iсторiя обернених задач Штурма-Лiувiлля починається зi статтi Амбарцу-

мяна [1] де була розглянута наступна спектральна задача на скiнченному

iнтервалi довжини l,

−y′′ + q(x) = zy, (2.1)

,

y′(0) = y′(l) = 0, (2.2)

тут z спектральний параметр.

В.А. Амбарцумян розглядав цю задачу за умови, що q є неперевною

дiйсною функцiєю на сегментi [0, l]. Вочевидь, якщо q(x) ≡ 0, то власнi зна-

чення цiєї задачi становлять нескiнченну послiдовнiсть 0, π
2

l2 ,
4π2

l2 , ...,
n2π2

l2 , ....

Амбарцумян поставив питання: якщо спектр задачi (2.1), (2.2) незбурений,

тобто складається з власниз значень 0, π
2

l2 ,
4π2

l2 , ...,
n2π2

l2 , ..., то чи можна вва-

жати, що q(x) ≡ 0. Ним була свормульована наступна теорема

Теорема 2.1 Якщо спектр задачi (2.1), (2.2) має вигляд {π2(n−1)2

l2 }n∈N ,

де N = 1, 2, 3..., то q(x) ≡ 0.

Строге доведення цiєї теореми було дано у статтi Борга [9]. В цих стат-

тях було доведено, що випадок спектральної задачi Штурма-Лiувiлля, роз-

глянутої Амбарцемяном, в якому спектр задачi однозначно визначає потен-

цiал( тобто функцiю q(x)) задачi Штурма-Лiувiлля, є виключенням. Якщо

змiнити хоча б одну з умов (2.2), або взяти потенцiал q(x) ̸≡ 0, то спектр не

визначає потенцiал однозначно. Для однозначного визначення потенцiалу

потрiбнi два спектра. Наприклад, спектри задач

−y′′ + q(x)y = zy, (2.3)
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y(0) = y(l) = 0 (2.4)

та

−y′′ + q(x)y = zy, (2.5)

y(0) = y′(l) = 0. (2.6)

Умови y(0) = 0 та y(l) = 0 називають умовами Дiрiхле, а y′(l) = 0

умовою Неймана. Саме цi двi задач розглянутi у монографiї В.А. Марченка

[61]. Борг довiв єдинiсть потенцiалу, що вiдповiдає спектрам двох задач,

але не запропонував методу вiдновлення потенцiалу виходячи зi спектрiв

цих двох задач. Спосiб вiдновлення потенцiалу був запропонований пiзнiше

належить видатному українському математику, академiку В.А. Марченко.

Цей метод викладений у його вищезгаданiй монографiї [61]

Було багато публiкацiй присвячених узагальненню цього методу, ди-

вись, наприклад [40], [60]. У деякому сенсi узагальненням цiєї теорiї було

також розв’язання оберненої задачi Штурма-Лiувiлля за трьома спектрами

[72], [36].

Ця задача формулювалась наступним чином. Розглянемо задачу

Штурма-Лiувiлля на сегментi довжини l

−y′′ + q(x) = zy, (2.7)

y(0) = y(l) = 0 (2.8)

i двi задачi на частинах сегменту [0, l]

−y′′ + q(x) = zy, (2.9)

y(0) = y

(
l

2

)
= 0 (2.10)
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i

−y′′ + q(x) = zy, (2.11)

y

(
l

2

)
= y(l) = 0, (2.12)

породженi спiльним потенцiалом q(x), котрий є дiйсною функцiєю з просто-

ру L2(0, l). Спектри цих задач позначимо через {λk}∞k=1, {ν
(1)
k }∞k=1, {ν

(2)
k }∞k=1,

вiдповiдно. Пряма задача за трьома спектрами полягає в знаходженнi вза-

ємозв’язку мiж цими трьома спектрами. Такий зв’язок має iснувати, то-

му що цi три задачi породженi спiльним потенцiалом q(x). Як виявилось

[72], цей зв’язок полягає у нестрогому чергуваннi елементiв послiдовностi

{λk}∞k=1 з елементами послiдовностi {θk}∞k=1 = {ν(1)k }∞k=1

⋃
{ν(2)k }∞k=1. Ми ну-

меруємо елементи послiдовностi {θk}∞k=1 у неспадаючому порядку.

Обернена задача за трьома спетрами полягає у вiдновленнi потенцiа-

лу q(x), виходячи з трьох спектрiв {λk}∞k=1, {ν
(1)
k }∞k=1, {ν

(2)
k }∞k=1. У [72] був

знайдений метод вiдновлення потенцiалу q(x), який включав в себе класи-

чнi результати по оберненiй задачi Штурма-Лiувiлля В. А. Марченка [61].

Вiдмiтимо, що задача за трьома спектрами тiсно пов’язана з так званою за-

дачею Хохштадта-Лiбермана. Задача Хохштадта-Лiбермана формулюється

наступним чином: вiдомий спектр задачi

−y′′ + q(x) = zy, (2.13)

−y′(0) + hy(0) = y′(l) +Hy(l) = 0 (2.14)

(або задачi (2.3), (2.4)) та потенцiал q(x) на сегментi [0, l2 ]. Треба знайти

потенцiал q(x) на сегментi [ l2 , l]. Крайовi умови (2.14) називають умовами

Робена. Саме такi умови розглядалися у статтi [43]. Але можна розглядати

таку задачу i з iншими крайовими умовами [63].

Вiдзначимо, що задачу за трьома спектрами можна розглядати як за-

дачу на метричному графi P3, тобто простому зв’язному графi, що має три

вершини та два ребра.

16



У диссертацiї розглянута задача за трьома спектрами з крайовими умо-

вами, котрi вiдрiзняються вiд умов (2.8), (2.10), (2.12), а саме на лiвому

кiнцi та у центральнiй точцi накладенi умова Неймана замiсть умов Дiрi-

хле. Доведено, що у цьому випадку достатньою iнформацiєю для вiднов-

лення потенцiалу є вiдповiднi три спектри без одного власного значення.

Також розглянутий аналог випадку Амбарцумяна, де, як виявилось "пiв-

тора"спектри є достатньою iнформацiєю.

У класичнiй теорiї графiв обернена задача виникла у зв’язку з iснува-

нням у 50-тi роки минулого сторiччя гiпотези про те що спектр матрицi

сумiжностi однозначно визначає форму класичного графу [26]. Але дуже

швидко виявилось, що ця гiпотеза не є вiрною, тобто були знайденi так

званi коспектральнi (iзоспректральнi) графи.

У класичнiй теорiї графiв коспектральними вважають неiзоморфнi гра-

фи з однаковим спектром матрицi сумiжностi (див. [28], Роздiл 6.1). У [26]

був наведений перший приклад коспектральних графiв (див. рис. 1)

Рис. 1: Неiзоморфнi графи з однаковими спектрами матрицi сумiжностi.

У багатьох випадках ( у теорiї квантових графiв) бiльш важливу

роль нiж матриця сумiжностi вiдiграє дискретний лапласiан. Iснують рi-

знi означення дискретного лапласiана, котрий ще називають нормова-

ним лапласiаном (див. [33], С.2). Ми розумiємо пiд дискретним лапласi-

аном матрицю D−1/2AD−1/2, де A - матриця сумiжностi графа, а D =

diag{d(v1), d(v2), ..., d(vp)} - матриця степенiв вершин, d(vj) - степiнь вер-

шини vj. Це означення вiдрiзняється вiд того, яке дано в [33] зсувом спе-

ктрального параметра λ→ λ+ 1. Незважаючи на те, що спектри матриць
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сумiжностi графiв, зображених на Рис. 1 спiвпадають, спектри дискре-

тних лапласiанiв цих графiв - рiзнi: вони є множинами коренiв многочленiв

16z8 − 25z6 + 9z4 та 20z8 − 33z6 + 13z4, вiдпвiдно.

У теорiї квантових графiв розглядають спектральнi задачi, породже-

нi рiвняннями Штурма-Лiувiлля на рiвнобiчних (метричних графах, з ре-

брами однакової довжини) з крайовими умовами Неймана або Дiрiхле на

висячих вершинах i узагальненими умовами Неймана (стандартними умо-

вами, тобто умовами неперервностi i Кiрхгофа) у внутрiшнiх вершинах.

Тут також виникає проблема коспектральностi.

У [5] було показано, що iснують коспектральнi графи (неiзометричнi

графи з однаковим спектром задачi Штурма-Лiувiлля зi стандарними умо-

вами у вершинах) у квантовiй теорiї графiв. Приклад двох коспектральних

неiзоморфних рiвнобiчних графiв роботи [5] показаний на рис. 2.

Рис. 2: Неiзоморфнi графи з однаковими спектрами дискретного лапласiа-

на i однаковими спектрами задачi Штурма-Лiувiлля.

Слiд зауважити, що у випадку графа з несумiрними довжинами ребер

спектр однозначно визначає форму графа [38]. Вiдмiтимо, що графи рисун-

ку 2 - регулярнi (тобто всi їх вершини мають однаковий степiнь) i мають

однакову кiлькiсть ребер. Не важко впевнитись, що два неiзоморфнi регу-

лярнi графи з нульовими потенцiалами на ребрах з однаковою кiлькiстю

вершин мають однаковый спектр дискретного лапласiана тодi i тiльки то-
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дi, коли вони мають однаковий спектр матрицi сумiжностi. Але це вiрно

тiльки для регулярних графiв.

Спектр задачi теорiї квантових графiв зв’язаний з дисретним лапласiа-

ном вiдповiдного комбiнаторного графа наступним чином: власнi значення

дискретного лапласiана взаємно однозначно пов’язанi з другими членами

асимптотики власних значень задачi Штурма-Лiувiлля з узагальненими

умовами Неймана на вершинах цього графа (див. [23], де використанi ре-

зультати [19], [30] та [17]). Це дає змогу отримати iнформацiю про форму

графа користуючись асимптотикою власних значень.

У роботах [73], [74] була розглянута обернена задача на зiрковому рiв-

нобiчному графiв в iншiй постановцi: форма графу вважалася вiдомою,

а треба було знайти потенцiали рiвнянь Штурма-Лiувiлля на ребрах. В

якостi даних задачi були використанi спектр задачi на цьому графi з умо-

вами Дiрiхле на висячих вершинах та умовами неперервностi та Кiргофа

в центральнiй вершинi, а також спектри задач породжених тими ж рiв-

няннями Штурма-Лiувiлля на ребрах з умовами Дiрiхле на обох кiнцях.

Були знайденi умови на числовi послiдовностi, достатнi для того, щоб цi

послiдовностi були спектрами вищеописаних задач. Також, було доведено,

що, якщо спектри задач Дiрiхле на окремих ребрах не перетинаються, то

розв’язок такої оберненої задачi - єдиний. Якщо ж вони перетинаються, то

не єдиний. В той же час виявилось, що i у випадку зiркового графу можна

довести аналог теореми Амбарцумяна. Тобто, якщо на висячих вершинах

графу заданi умови Неймана, а не Дiрiхле та спектр задачi на всьому зiр-

ковому графi мiстить пiдпослiдовнiсть {π2k2

l2 }∞k=0, то потенцiали на ребрах

дорiнюють нулю майже всюди [75]. Слiд вiдмiтити, що аналог теореми Ам-

барцумяна для довiльного рiвнобiчного дерева був отриманий у роботi [18].

Нарештi для довiльних зв’язних графiв також справедлива теорема типу

Амбарцумяна (див.[85], [50]).
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2.1 Висновки до роздiлу 2

В цьому роздiлi коротко розглянута iсторiя обернених задач Штурма-

Лiувiлля на метричних графах. Описано двi постановки оберненої зада-

чi Штурма-Лiувiлля на графi: (1) вiдома форма графу та спектри задач

Штурма-Лiувiлля на ньому, треба знайти потенцiали на ребрах, (2) вiдомий

спетр задачi Штурма-Лiувiлля на графi, треба знайти форму графу.
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РОЗДIЛ 3

3 Задача з трьома спектрами

3.1 Постановка задачi

Єдиний випадок, коли спектр самоспряженої задачi Штурма-Лiувiля на

скiнченному iнтервалi однозначно визначає потенцiал, це випадок Амбар-

цумяна [1], тобто наша теорема 2.1 (див. [8] для доведення та [56] для

простого доведення).

Узагальнення теореми Амбарцумяна були отриманi в [20], [21], [22], [42]

(див. також [11] для несамоспряженого випадку). Зокрема, вiдомо [42], що

можна послабити вихiдну гiпотезу, припускаючи, що q ∈ L1[0, a], та

lim
k→∞

(zk − k2π2a−2) = 0, zk ≥ 0.

У всiх iнших самоспряжених випадках потрiбно знати два спектри кра-

йових задач, щоб знайти потенцiал [8], [60], [61].

Задача Хохштадта-Лiбермана [43] полягає в наступному. Знаючи спектр

{zk}∞k=1 крайової задачi на iнтервалi [0, a] i звуження потенцiалу на пiвiн-

тервалi [0, a/2], знайти звуження потенцiалу на пiвiнтервал (a/2, a). У [43]

були обранi крайовi умови Робена, а у [36], [40], [63], [81], [84] умови Нейма-

на i Дiрiхле. Цi статтi мiстять узагальнення результатiв [43].

Ми розглянемо випадок умови Неймана на лiвому кiнцi та умови Дiрi-

хле на правому кiнцi

−y′′ + q(x)y = zy, x ∈ [0, a] (3.1)

y′(0) = 0, (3.2)

y(a) = 0, (3.3)

де q ∈ L2(0, a) дiйсна функцiя (потенцiал). У нашому випадку проблема

Хохштадта-Лiбермана полягає в наступному: вiдовий спектр задачi (3.1)–
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(3.3) та звуження потенцiалу q(x) на пiвiнтервал [0, a/2], треба знайти q(x)

на (a/2, a].

Так звана проблема трьох спектрiв [2], [10]– [12], [36]–[37], [45], [72], [83],

[89] полягає у вiдновленнi потенцiалу q(x) на [0, a] використовуючи спектр

задачi (3.1)–(3.3) i спектри задач на iнтервалах [0, a2 ] та [a2 , a]. Самоспряженi

крайовi умови для цих задач можна вибрати рiзними способами, але нас

цiкавлять задачi на пiвiнтервалах виду:

−y′′ + q(x)y = zy, x ∈ [0,
a

2
], (3.4)

y′(0) = 0, (3.5)

y′(
a

2
) = 0, (3.6)

та

−y′′ + q(x)y = zy, x ∈ [
a

2
, a], (3.7)

y′(
a

2
) = 0, (3.8)

y(a) = 0. (3.9)

I проблема Хохштадта-Лiбермана, i проблема трьох спектрiв призво-

дять до функцiонального рiвняння

c(λ, a) = c(λ, a/2)c̃2(λ, a) + s̃2(λ, a)c
′(λ, a/2)

де λ =
√
z та через c(λ, x) позначено розв’язок рiвняння Штурма-Лiувiлля

(3.1), який задовольняє умови c(λ, 0) = 1, c′(λ, 0) = 0, через c̃2(λ, x)

розв’язок (3.4), який задовольняє умови c̃2(λ, a/2) = 1 та c̃′2(λ, a/2) = 0

та через s̃2(λ, x) розв’язок (3.7), який задовольняє умови s̃2(λ, a/2) = 0 та

s̃′2(λ, a/2) = 1.

У задачi Хохштадта-Лiбермана звуження потенцiалу на (0, a/2)

(або на (a/2, a)) вiдомо i тому c(λ, a) та c′(λ, a/2) (чи c̃2(λ, a) та s̃2(λ, a))

вiдомi. Крiм того, знаючи спектр задачi (3.1)–(3.3), ми можемо знайти

c(λ, a) (використовуючи (3.39) нижче). Треба знайти c̃2(λ, a) та s̃2(λ, a)

(або c(λ, a/2) та c′(λ, a/2)).
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У оберненiй задачi за трьома спектрами c(λ, a) однозначно визначає-

ться даними задачi та може бути побудована так як i c(λ, a/2) та c′(λ, a/2)

(або c̃2(λ, a) та s̃2(λ, a)), а шуканими невiдомими є c̃2(λ, a) та s̃2(λ, a) (або

c(λ, a/2) та c′(λ, a/2)).

Слiд зазначити, що деякi загальнi властивостi функцiональних рiвнянь

у класi функцiй типу синусiв розглядалися в [67].

У пiдроздiлi 3.2 ми розглядаємо пряму задачу з трьома спектрами, тоб-

то описуємо взаємне розташування спектрiв задач (3.1)–(3.3), (3.4)–(3.6) та

(3.7)–(3.9).

У пiдроздiлi 3.3 ми розглядаємо наступну обернену спектральну задачу

за трьома спектрами: данi спектри задачi (3.1)–(3.3), задачi (3.7)–(3.9) i всi,

крiм одного, власнi значення задачi (3.4)–(3.6), треба знайти q(x). Ситуацiя,

коли одне власне значення не потрiбне, є звичайною (див. [76]). Знайденi

достатнi умови на три послiдовностi чисел достатнi для того, щоб вони були

спектрами задач (3.1)–(3.3) та (3.4)–(3.6) i всiма, крiм одного, власними

значеннями задачi (3.7)–(3.9).

У пiдроздiлi 3.4 ми показуємо, що iснує окремий випадок, коли доста-

тньо двох спектрiв: спектрiв задач (3.1)–(3.3) та (3.7)–(3.9) та ще одного

власного значення, щоб однозначно визначити потенцiал на всьому iнтер-

валi. Цей випадок пов’язаний iз проблемою Амбарцумяна.

Слiд зазначити, що iнший вид задачi трьох спектрiв, пов’язаної з про-

блемою Амбарцумяна, розглядався в [77].

3.2 Пряма задача з трьома спектрами

У цьому роздiлi нам будуть потрiбнi наступнi означення

Означення 3.1 La є класом Пелi-Вiнера цiлих функцiї

f(z)експоненцiального типу ≤ a, якi належать L2(−∞,∞) для дiйсних

z.

За теоремою Пелi-Вiнера La- функцiї є образами Фур’є всiх сумовува-

них з квадратом функцiй, якi вiдмiннi вiд нуля на [−a, a].
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Означення 3.2 Функцiя ω є невалiнiвською функцiєю (N -функцiєю

) якщо:

(i) ω є аналiтичною у пiвплощинах Imz > 0 та Imz < 0;

(ii) ω(z) = ω(z) якщо Imz ̸= 0;

(iii) Imz Imω(z) ≥ 0 для Imz ̸= 0.

Означення 3.3 (i) Клас N ep суттєво додатних невалiнiвських фун-

кцiй є множиною всiх функцiй ω ∈ N якi є аналiтичними в C\[0,∞) за

можливим винятком скiнченної кiлькостi полюсiв.

(ii) Клас N ep
+ є множиною всiх функцiй ω ∈ N ep таких, що для деяких

γ ∈ R маємо ω(z) > 0 для всiх z ∈ (−∞, γ).

Лемма 3.1 Якщо ω1 ∈ N , (ω1 ∈ N ep, ω1 ∈ N ep
+ ) та ω2 ∈ N (ω2 ∈ N ep,

ω2 ∈ N ep
+ ), тодi (ω−1

1 +ω−1
2 )−1 ∈ N , ((ω−1

1 +ω−1
2 )−1 ∈ N ep, (ω−1

1 +ω−1
2 )−1 ∈

N ep
+ ).

Доведення Оскiльки

Im

(
1

ω1(z)
+

1

ω2(z)

)−1

=
−Im 1

ω1(z)
− Im 1

ω2(z)∣∣∣ 1
ω1(z)

+ 1
ω2(z)

∣∣∣2 =

Im ω1(z)
|ω1(z)|2 + Im ω2(z)

|ω2(z)|2∣∣∣ 1
ω1(z)

+ 1
ω2(z)

∣∣∣2 ,

ми робимо висновок, що

Im z Im

(
1

ω1(z)
+

1

ω2(z)

)−1

≥ 0.

Нехай ω1(z) > 0 та ω2(z) > 0 для z ∈ (−∞, γ). Тодi також(
1

ω1(z)
+ 1

ω2(z)

)−1

> 0 для z ∈ (−∞, γ). □

Розглядаючи спектральнi задачi на iнтервалi [0, a] та на його пiвiн-

тервалах, зручнiше вимiрювати вiдстань на правiй половинi iнтервалу у

зворотньому напрямку. Тодi ми можемо переписати нашу основну задачу

(3.1)–(3.3) наступним чином:

−y′′j + qj(x)yj = λ2yj, x ∈ [0, a/2] , j = 1, 2, (3.10)

y′1(0) = 0, (3.11)

y2(0) = 0, (3.12)
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y1 (a/2) = y2 (a/2) , (3.13)

y′1(a/2) + y′2(a/2) = 0. (3.14)

Буде зручно використовувати iнший спектральний параметр: λ2 = z.

Позначимо через sj(λ, x) розв’язок рiвняння Штурма-Лiувiлля (3.10), який

задовольняє умови sj(λ, 0) = 0, s′j(λ, 0) = 1 та через c(λ, x) розв’язок (3.10),

який задовольняє умови cj(λ, 0) = 1, c′j(λ, 0) = 0. Позначимо власнi зна-

чення задачi (3.10)–(3.14) через {λk}∞−∞, k ̸=0 (λ−k = −λk). Загальновiдомо,

що

−∞ < λ21 < λ22 < ... < λ2k < ....

Розглянемо також такi задачi на пiдiнтервалах:

1.Задача Неймана-Дiрiхле:

−y′′j + qj(x)yj = λ2yj x ∈ [0, a/2] , (3.15)

y′j(0) = 0, (3.16)

yj (a/2) = 0. (3.17)

Спектр {µ(j)k }∞−∞,k ̸=0 (µ(j)−k = −µ(j)k ), (µ(j)k )2 < (µ
(j)
k+1)

2) цiєї задачi спiвпадає з

множиною коренiв характеристичної функцiї

cj(λ,
a

2
) = cosλ

a

2
+ Aj

sinλa
2

λ
+
ψj,1(λ)

λ
,

де Aj
def
=
∫ a

2

0 qj(x)dx, ψj ∈ La
2 , ψ1,j(0) = 0.

2. Задача Неймана-Неймана:

−y′′j + qj(x)yj = λ2yj, x ∈ [0, a/2] , (3.18)

y′j(0) = 0, (3.19)

y′j (a/2) = 0, (3.20)

спектр {ζ(j)k }∞−∞,k ̸=0∪{ζ
(j)
+0 , ζ

(j)
−0}, (ζ(j)−k = −ζ(j)k , (ζ(j)k )2 < (ζ

(j)
k+1)

2 якої спiвпадає

з множиною коренiв характеристичної функцiї

c′j(λ,
a

2
) = −λ sinλa

2
+ Aj cosλ

a

2
+ ψj,2(λ),
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де ψ2,j ∈ La
2 .

3. Задача Дiрiхле-Дiрiхле:

−y′′j + qj(x)yj = λ2yj, x ∈ [0, a/2] , (3.21)

yj(0) = 0, (3.22)

yj (a/2) = 0, (3.23)

спектр {ν(j)k }∞−∞,k ̸=0 (ν(j)−k = −ν(j)k , (ν(j)k )2 < (ν
(j)
k+1)

2) якої спiвпадає з множи-

ною нулiв характеристичної функцiї

sj(λ,
a

2
) =

sinλa
2

λ
− Aj

cosλa
2

λ2
+
ψj,3(λ)

λ2
,

де ψj,3 ∈ La
2 i ψj,3(0) = A2, ϕ′j,3(0) = 0.

4. Задача Дiрiхле-Неймана:

−y′′j + qj(x)yj = λ2yj, x ∈ [0, a/2] , (3.24)

yj(0) = 0, (3.25)

y′j (a/2) = 0, (3.26)

спектр {κ(j)k }∞−∞,k ̸=0 (κ(j)−k = −κ(j)k , (κ(j)k )2 < (κ
(j)
k+1)

2) якої спiвпадає з множи-

ною коренiв характеристичної функцiї

s′j(λ,
a

2
) = cosλ

a

2
+ Aj

sinλa
2

λ
+
ψj,4(λ)

λ
,

де ψj,4 ∈ La
2 та ψj,4(0) = 0.

Будемо шукати розв’язок задачi (3.10)–(3.14) у виглядi

y1 = C1c1(λ, x), y2 = C2s2(λ, x), де Cj константи. Тодi з (3.13) та (3.14)

випливає

C1c1 (λ, a/2) = C2s2(λ, a/2),

C1c
′
1 (λ, a/2) + C2s

′
2(λ, a/2) = 0.

Ця система рiвнянь вiдносно C1 та C2 має нетривiальний розв’язок у коре-

нях характеристичної функцiї

Φ(λ) := c1(λ, a/2)s
′
2(λ, a/2) + s2(λ, a/2)c

′
1(λ, a/2). (3.27)
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Множина коренiв {λk}∞−∞,k ̸=0 цiєї функцiї є спектром задачi (3.10)–(3.14).

Вiдмiтимо, що задача (3.10)–(3.14) є задачею Неймана-Дiрiхле на всьому

iнтервалi, а тому

Φ(λ) = cosλa+ A0
sinλa

λ
+
ψ0(λ)

λ
,

де A0 = A1 + A2, ψ0 ∈ La та ψ0(0) = 0.

Ми будемо використовувати наступний простий результат.

Пропозицiя 3.1 [див [61], Лемма 3.4.2]

−∞ < (κ
(2)
1 )2 < (ν

(2)
1 )2 < (κ

(2)
2 )2 < (ν

(2)
2 )2 < .... (3.28)

Пропозицiя 3.2 Елементи об’єднання

{θk}∞−∞, k ̸=0

def
= {µ(1)k }∞−∞, k ̸=0∪{ν(2)k }∞−∞, k ̸=0 можна впорядкувати так, щоб

вони чергувалися з власними значеннями {λk}∞−∞, k ̸=0 задачi (3.10)–(3.14)

в наступному сенсi:

(i)

−∞ < λ21 < θ21 ≤ λ22 ≤ θ22 ≤ .... (3.29)

(ii) Всi λk простi i для k > 0 λk = θk тодi i тiльки тодi, якщо λk =

θk−1.

Доведення (i) Використовуючи (3.27) ми отримуємо

s2(
√
z, a2)c1(

√
z, a2)

Φ(
√
z)

=

((
c1(

√
z, a2)

c′1(
√
z, a2)

)−1

+

(
s2(

√
z, a2)

s′2(
√
z, a2)

)−1
)−1

. (3.30)

Вiдомо (див. наприклад [76]), що

(ζ
(1)
0 ) < (µ

(1)
1 )2 < (ζ

(1)
1 )2 < (µ

(1)
2 )2 < ...

та

(κ
(2)
1 )2 < (ν

(2)
1 )2 < (κ

(2)
2 )2 < (ν

(2)
2 )2 < ...

i таким чином c1(
√
z,a2 )

c′1(
√
z,a2 )

та s2(
√
z,a2 )

s′2(
√
z,a2 )

є суттєво додатнiми невалiнiвськими фун-

кцiями. Крiм того, оскiльки c1(
√
z,a2 )

c′1(
√
z,a2 )

→
z→−∞

+0 та s2(
√
z,a2 )

s′2(
√
z,a2 )

→
z→−∞

+0 ми маємо
c1(

√
z,a2 )

c′1(
√
z,a2 )

∈ N ep
+ and s2(

√
z,a2 )

s′2(
√
z,a2 )

∈ N ep
+ .
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Отже, за лемою 3.1 маємо s2(
√
z,a2 )c1(

√
z,a2 )

Φ(
√
z)

∈ N ep
+ , що за наслiдком 5.2.3 з

[68] означає справедливiсть (3.29).

(ii) Покладемо λk = θk. Тодi Φ(θk) = 0 та або θk = µ
(1)
r для деякого r, або

ηk = ν
(2)
s для деякого s. Нехай θk = µ

(1)
r , тодi c1(θk, a2) = 0 i ми отримуємо

з (3.27), що c′1(θk,
a
2)s2(θk,

a
2) = 0. Оскiльки c′1(θk,

a
2) ̸= 0 ми приходимо до

s2(θk,
a
2) = 0 та θk = ν

(2)
s для деякого s. Тому λk = θk = θk−1.

Для випадку ηk = ν
(2)
s доведення є аналогiчним. □

Пропозицiя 3.3 Власнi значення {λk}∞−∞, k ̸=0 задачi (3.10)–(3.14) чер-

гуються з впорядкованими елементами об’єднання

{ηk}∞−∞, k ̸=0∪{η+0, η−0}
def
= {ζ(1)k }∞−∞, k ̸=0∪{ζ(1)+0 , ζ

(1)
−0}∪{κ(2)k }∞−∞, k ̸=0 в насту-

пному сенсi:

(i)

−∞ < η2+0 ≤ λ21 ≤ η21 ≤ λ22 ≤ .... (3.31)

(ii) Всi λk простi i для k > 1 λk = ηk тодi i тiльки тодi, коли λk = ηk−1.

Доведення (i) Вiдомо, що c1(
√
z,a2 )

c′1(
√
z,a2 )

та s2(
√
z,a2 )

s′2(
√
z,a2 )

є суттєво додатними нева-

лiнiвськими функцiями. Тому

Φ(
√
z)

s′2(
√
z, a2)c

′
1(
√
z, a2)

=
c1(

√
z, a2)

c′1(
√
z, a2)

+
s2(

√
z, a2)

s′2(
√
z, a2)

.

Як ми бачили в доведеннi пропозицiї 3.2, c1(
√
z,a2 )

c′1(
√
z,a2 )

∈ N ep
+ та s2(

√
z,a2 )

s′2(
√
z,a2 )

∈ N ep
+

та, тому, Φ(
√
z)

s′2(
√
z,a2 )c

′
1(
√
z,a2 )

∈ N ep
+ що означає (3.31) за наслiдком 5.2.3 з [68].

(ii) Покладемо λk = ηk. Тодi Φ(ηk) = 0 та або ηk = ζ
(1)
r для деякого r, або

ηk = κ
(2)
s для деякого s. Нехай ηk = ζ

(1)
r , тодi c′1(ηk,

a
2) = 0 i ми отримуємо

з (3.27), що c1(ηk, a2)s
′
2(ηk,

a
2) = 0. Оскiльки, c1(ηk, a2) ̸= 0 ми отримуємо, що

s′2(ηk,
a
2) = 0 та ηk = κ

(2)
s для деякого s та, отже, λk = ηk = ηk−1. □

Пропозицiя 3.4 [[61], Теорема 1.5.1] Якщо потенцiали qj ∈ L2(0, a/2)

- дiйснi, тодi послiдовностi {λk}∞−∞, k ̸=0, {µ(j)k }∞−∞, k ̸=0, {ν(j)k }∞−∞, k ̸=0,

{κ(j)k }∞−∞, k ̸=0 та

{ζ(j)k }∞−∞, k ̸=0 ∪ {ζ(j)+0} ∪ {ζ(j)−0} поводяться асимптотично при k → +∞ на-

ступним чином

λk =
π(k − 1/2)

a
+
A0

πk
+
βk
k
, (3.32)
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ζ
(1)
k =

2πk

a
+
A1

πk
+
βk
k
, (3.33)

κ
(2)
k =

π(2k − 1)

a
+
A2

πk
+
βk
k
, (3.34)

де A0, A1, A2 - це сталi, A0 = A1+A2, послiдовностi {βk}∞−∞, k ̸=0 у (3.32)–

(3.34) рiзнi, але всi належать l2.

3.3 Обернена задача за трьома спектрами

В цьому роздiлi розглядається задача вiдновлення потенцiалiв q1 та q2 ви-

користовуючи спектри {λk}∞−∞, k ̸=0, {ζ
(1)
k }∞−∞, k ̸=0, {κ

(2)
k }∞−∞, k ̸=0.

Означення 3.4 [див., напр. [59] Роздiл 1, або [68] Означенння 11.2.5]

Цiла функцiя ω додатного експоненцiального типу називається фун-

кцiєю типу синуса, якщо

(i) iснує h > 0 таке, що всi коренi ω лежать у смузi {λ ∈ C : |Imλ| <
h},

(ii) iснують h1 ∈ R, додатнi числа m,M (m < M), такi що m ≤
|f(λ)| ≤M для всiх λ ∈ C з |Imλ| = h1,

(iii) експоненцiальний тип ω в нижнiй пiвплощинi збiгається з екс-

поненцiальним типом ω у верхнiй пiвплощинi.

Теорема 3.1 Нехай три послiдовностi дiйсних i, можливо, чисто

уявних чисел

{λk}∞−∞, k ̸=0, {ζ(1)k }∞−∞, k ̸=0, {κ(2)k }∞−∞, k ̸=0 (λ−k = −λk, ζ(1)−k = −ζ(1)k κ
(2)
−k =

−κ(2)k , λ2k < λ2k′, (ζ
(1)
k )2 < (ζ

(1)
k′ )

2, (κ(2)k )2 < (κ
(2)
k′ )

2 для k < k′) поводяться

асимптотично, як у (3.32)–(3.34), де A1 + A2 = A0.

Нехай елементи послiдовностi {λk}∞−∞,k ̸=0 чергуються з елемента-

ми порядкованого об’єднання {θk}∞−∞, k ̸=0

def
= {ζ(1)k }∞−∞, k ̸=0 ∪ {κ(2)k }∞−∞, k ̸=0 у

строгому сенсi:

−∞ < λ21 < θ21 < λ22 < θ22 < .... (3.35)

Тодi iснує єдина пара дiйсних функцiй q1(x) ∈ L2(0, a/2), q2(x) ∈
L2(0, a/2), таких що задача (3.10)–(3.14) має спектр {λk}∞−∞, k ̸=0, задача
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(3.24)–(3.26) з j = 2 має спектр {κ(2)k }∞−∞, k ̸=0 i {ζ(1)k }∞−∞, k ̸=0 є власними

значеннями задачi (3.18)–(3.20) з j = 1.

Доведення Розглянемо функцiї

ϕ(λ) =
∞∏
k=1

(
a

π(k − 1
2)

)2

(λ2k − λ2), (3.36)

ϕ2(λ) =
∞∏
k=1

(
a

2π(k − 1
2)

)2

((κ
(2)
k )2 − λ2), (3.37)

ϕ1(λ) =
a

2

∞∏
k=1

( a

2πk

)2
((ζ

(1)
k )2 − λ2). (3.38)

Тодi згiдно [61] (Лема 3.4.2) маємо

ϕ(λ) = cosλa+ A0
sinλa

λ
+
ψ0(λ)

λ
(3.39)

де ψ0 ∈ La,

ϕ2(λ) = cosλ
a

2
+ A2

sinλa
2

λ
+
ψ2(λ)

λ
, (3.40)

ϕ1(λ) =
sinλa

2

λ
− A1

cosλa
2

λ2
+
ψ1(λ)

λ2
, (3.41)

де ψj ∈ La
2 (j = 1, 2). Оскiльки через (3.35) ми маємо ϕ1(κ

(2)
k ) ̸= 0, то

можемо розглянути наступну послiдовнiсть

ak
def
=

ϕ(κ
(2)
k )

ϕ1(κ
(2)
k )

+ κ
(2)
k sin

κ
(2)
k a

2
− A2 cos

κ
(2)
k a

2
. (3.42)

Використовуючи (3.39), (3.41) i (3.34), ми отримуємо

ϕ(κ
(2)
k ) = −1 +

βk
k
,

ϕ1(κ
(2)
k ) = (−1)k−1 a

πk
+
βk
k2
,

κ
(2)
k sin

κ
(2)
k a

2
− A2 cos

κ
(2)
k a

2
= (−1)k−1πk

a
+O

(
1

k

)
,

як i ранiше, {βk} у наведених вище трьох рiвняннях можуть бути рiзними,

але всi належать до l2. Тому, з (3.42) випливає, що {ak} ∈ l2.
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Припустимо, що ϕ2(0) ̸= 0, iнакше ми можемо замiнити спектральний

параметр λ2 → λ2 + c. Завдяки (3.40), приходимо до висновку, що ϕ2(λ) є

функцiєю типу синуса i з (3.35) випливає, що всi її коренi - простi. Тодi ми

можемо використати множину {κ(2)k }∞−∞, k ̸=0 коренiв ϕ2 як вузли iнтерпо-

ляцiї для побудови La/2- функцiя ψ̃2. Значення цiєї функцiї у вузлах зада-

ються формулою (3.42). За теоремою А з [58] (див. також теорему 11.3.14

в [68]) сума

ψ̃2(λ) = ϕ2(λ)
∞∑

−∞,k ̸=0

ak
dϕ2(λ)
dλ |

λ=κ
(2)
k
(λ− κ

(2)
k )

(3.43)

збiгається рiвномiрно на будь-якому компактi комплексної площини i в нор-

мi L2(−∞,∞) на дiйснiй осi до функцiї з La/2 .

Тепер побудуємо

Y (λ) = −λ sinλa
2
+ A2 cosλ

a

2
+ ψ̃2(λ). (3.44)

Позначимо через {ζ(1)+0 , ζ
(1)
−0} ∪ {ν(2)k }∞−∞, k ̸=0 коренi Y (λ) занумерованi так,

що ζ(1)−0 = −ζ(1)+0 , ν
(2)
−k = −ν(2)k ,

(ζ
(1)
+0)

2 ≤ (ν
(2)
1 )2 ≤ (ν

(2)
2 )2 ≤ .... (3.45)

Оскiльки ψ̃2(κk) = ak, то з рiвняння (3.44) випливає що

ϕ(κ
(2)
k )

ϕ1(κ
(2)
k )

= Y (κ
(2)
2 ). (3.46)

Завдяки (3.44) (див., напр. [68])

ν
(2)
k =

2πk

a
+
A2

πk
+
β
(2)
k

k
. (3.47)

Покладемо κ(2)r = θp. Тодi ϕ(κ(2)r ) = ϕ(θp). Оскiльки λp < θp < λp+1 рiвнян-

ня (3.36) означає, що (−1)pϕ(κ
(2)
r ) = (−1)pϕ(θp) > 0. Вiдповiдно до (3.35),

в iнтервалi (−∞, (θp)
2) є рiвно p− r елементiв послiдовностi {(ζ(1)k )2}∞k=1, i

таким чином з (3.38) випливає (−1)p−rϕ1(κ
(2)
r ) > 0, тобто

ϕ(κ
(2)
1 )

ϕ1(κ
(2)
1 )

< 0,
ϕ(κ

(2)
2 )

ϕ1(κ
(2)
2 )

> 0,
ϕ(κ

(2)
3 )

ϕ1(κ
(2)
3 )

< 0, ....
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Використовуючи (3.46) ми отримуємо

(−1)kY (κ
(2)
k ) > 0.

З рiвняння (3.44) також маємо, що Y (λ) →
λ2→−∞

+∞.

Оскiльки елементи послiдовностi {ζ(1)−0 , ζ
(1)
+0} ∪ {ν(2)k }∞−∞,k ̸=0 занумеро-

ванi вiдповiдно (3.45) i мають асимптотику (3.47), робимо висновок, що

{(ν(2)k )2}∞k=1 строго чергуються з {(κ(2)k )2}∞k=1:

−∞ < (ζ
(1)
+0)

2 < (κ
(2)
1 )2 < (ν

(2)
1 )2 < (κ

(2)
2 )2 < (ν

(2)
2 )2 < .... (3.48)

Завдяки (3.35) маємо, що ϕ2(ζ
(1)
k ) ̸= 0, i, отже, ми можемо позначити

bk
def
=

ϕ(ζ
(1)
k )

ϕ2(ζ
(1)
k )

− cos
ζ
(1)
k a

2
− A1

sin
ζ
(1)
k a
2

ζ
(1)
k

. (3.49)

Використовучи (3.39), (3.40) та (3.33) ми отримуємо

ϕ(ζ
(1)
k ) = −1 +

βk
k
,

ϕ2(ζ
(1)
k ) = (−1)k−1 +

βk
k
,

cos
ζ
(1)
k a

2
+ A1

sin
ζ
(1)
k a
2

ζ
(1)
k

= (−1)k−1 +O

(
1

k

)
,

де {βk} рiзнi в рiзних формулах, але кожна належить до l2. Тому, з рiв-

няння (3.49) вивливає, що {bk} ∈ l2. Оскiльки ϕ̂1(λ) := λϕ1(λ) це фун-

кцiя типу синуса, всi коренi якої простi, то ми можемо використовувати

{ζ(1)k }∞−∞, k ̸=0∪{0} як вузли iнтерполяцiї, {bk}, що заданi рiвнянням (3.49),

як значення La/2-функцiї ψ̃1 у вузлах ζ(1)k , а 0 як значення ψ̃1 в λ = 0. Тодi

сума

ψ̃1(λ) = ϕ̂1(λ)
∞∑

−∞,k ̸=0

bk
dϕ̂1(λ)
dλ |

λ=ζ
(1)
k
(λ− ζ

(1)
k )

(3.50)

збiгається рiвномiрно на будь-якому компактi комплексної площини i в нор-

мi L2(−∞,∞) на дiйснiй осi до функцiї з La/2 .
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Потiм будуємо

X(λ) = cosλ
a

2
+ A1

sinλa
2

λ
+
ψ̃1(λ)

λ
. (3.51)

Позначимо коренi цiєї функцiї через {µ(1)k }∞−∞. k ̸=0, де iндексацiя така, що

(µ
(1)
1 )2 ≤ (µ

(1)
2 )2 ≤ (µ

(1)
3 )2 ≤ ....

Цi коренi поводяться асимптотично наступним чином

µ
(1)
k =

π(2k − 1)

a
+
A1

πk
+
β
(1)
k

k
, (3.52)

де {β(1)
k } ∈ l2.

В рiвняннях (3.49), (3.50) мається на увазi, що ψ̃1(ζ
(1)
k ) = bk. Тодi, вико-

ристовуючи (3.51), ми отримуємо

ϕ(ζ
(1)
k )

ϕ2(ζ
(1)
k )

= X(ζ
(1)
k ). (3.53)

Пара функцiй (X, Y ) є розв’язком функцiонального рiвняння

ϕ(λ) = ϕ2(λ)X(λ) + ϕ1(λ)Y (λ). (3.54)

Цей розв’язок є єдиним у класi функцiй наступного виду

X(λ) = cosλ
a

2
+ A1

sinλa
2

λ
+
τ1(λ)

λ
, τ1 ∈ L

a
2 ,

Y (λ) = −λ sinλa
2
+ A2 cosλ

a

2
+ τ2(λ), τ2 ∈ L

a
2

тому що (3.43) та (3.50) здiйснюють взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж

l2 i La
2 .

Покладемо ζ
(1)
r = θp. Тодi ϕ(ζ(1)r ) = ϕ(θp). Оскiльки λp < θp < λp+1,

рiвняння (3.35) означає, що (−1)pϕ(ζ
(1)
r ) = (−1)pϕ(θp) > 0. Вiдповiдно до

(3.35), на iнтервалi (−∞, (θp)
2) iснує рiвно p − r елементiв послiдовностi

{(ζ(1)k )2}∞k=1 i таким чином, з (3.38) вивливає, що (−1)p−rϕ1(ζ
(1)
r ) > 0, i

ϕ(ζ
(1)
1 )

ϕ2(ζ
(1)
1 )

< 0,
ϕ(ζ

(1)
2 )

ϕ2(ζ
(1)
2 )

> 0,
ϕ(ζ

(1)
3 )

ϕ2(ζ
(1)
3 )

< 0 ....
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Використовуючи (3.53), ми отримуємо

(−1)kX(ζ
(1)
k ) > 0.

Оскiльки елементи послiдовностi {µ(1)k }∞−∞,k ̸=0 занумерованi, як показано в

(3.45) i мають асимптотику (3.47), ми робимо висновок, що елементи послi-

довностi {(µ(1)k )2}∞k=1 чергуються з елементами послiдовностi {(ζ(1)k )2}∞k=1:

−∞ < (µ
(1)
1 )2 < (ζ

(1)
1 )2 < (µ

(1)
2 )2 < (ζ

(1)
2 )2 < .... (3.55)

Таким чином послiдованостi {ν(2)k }∞−∞,k ̸=0 та {κ(2)k }∞−∞,k ̸=0 задовольня-

ють умови теореми 3.4.1 з [61], i, отже, iснує єдина дiйсна функцiя q2(x) ∈
L2(0,

a
2), котра породжує задачi Дiрiхле-Дiрiхле та Дiрiхле-Неймана на

[0, a2 ] зi спектрами {ν(2)k }∞−∞,k ̸=0 та {κ(2)k }∞−∞,k ̸=0, вiдповiдно.

Ми можемо знайти q2(x) через процедуру з [61] описану нижче. Не втра-

чаючи загальностi припустимо, що це κ21 > 0, iнакше застосовуємо зсув

спектрального параметру. Будуємо функцiю

ϕ̃2(λ) =
a

2

∞∏
k=1

( a

2πk

)2
((ν

(2)
k )2 − λ2) (3.56)

i, використовуючи її, функцiю

e(λ) = (ϕ2(λ) + iλϕ̃2(λ))e
−iλa

2 ,

яка є так званою функцiєю Йоста вiдповiдної задачi Штурма-Лiувiлля на

пiвосi [0,∞):

−y′′ + q(x)y = λ2y, x ∈ [0,∞),

y(0) = 0

з

q(x) =

q2(x) x ∈ [0, a/2]

0 x ∈ (a/2,∞)
.
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Потiм ми будуємо S-функцiю цiєї задачi на пiвосi:

S(λ) =
e(λ)

e(−λ)

i функцiю

F (x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
(1− S(λ))eiλxdx.

Розв’язуючи рiвняння Марченка,

K2(x, t) + F (x+ t) +

∫ ∞

x

K2(x, s)F (s+ t)dp = 0,

ми знаходимо K2(x, t) i потенцiал:

q2(x) = 2
dK2(x, x)

dx
,

який є дiйсною функцiєю i належить L2(0, a/2). Цей потенцiал поро-

джує задачу Дiрiхле-Дiрiхле з характеристичною функцiєю ϕ̃2(λ) i задачу

Дiрiхле-Неймана з характеристичною функцiєю ϕ2(λ).

Тепер побудуємо q1. Оскiльки елементи послiдовностi

{µ(1)k }∞−∞,k ̸=0 мають асиптотику (3.33), елементи {ζ(1)k }∞−∞,k ̸=0, мають асим-

птотику, (3.33) то цi послiдовностi чергуються, як у (3.55). Отже, ми прихо-

димо до висновку, що послiдовностi {ζ(1)k }∞−∞,k ̸=0 та {µ(1)k }∞−∞,k ̸=0 задоволь-

няють умови теореми 3.1 з [76], яка стверджує, що iснує дiйсний потенцiал

q1 ∈ L2(0,
a
2) такий, що задача (3.15)–(3.17) з j = 1 та з q1 має спектр

{µ(1)k }∞−∞,k ̸=0 та {ζ(1)k }∞−∞,k ̸=0 є власними значеннями задачi (3.18)–(3.20) з

j = 1 та цим самим q1. Спосiб знаходження q1 дивись у доведеннi теореми

3.1 [76]. □

3.4 Випадок Амбарцумяна

У попередньому пiдроздiлi ми бачили, що два спектри {λk}∞−∞,k ̸=0,

{κ(2)k }∞−∞, k ̸=0 i пiдпослiдовнiсть {ζ(1)k }∞−∞, k ̸=0 спектру {ζ(1)k }∞−∞, k ̸=0∪ζ
(1)
+0∪ζ

(1)
−0

однозначно визначають потенцiали {q1, q2}. У цьому пiдроздiлi ми покаже-

мо, що iснує окремий випадок, коли потрiбнi лише два спектри {λk}∞−∞,k ̸=0,

{κ(2)k }∞−∞, k ̸=0 i один елемент ζ(1)+0 третього спектру.
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Теорема 3.2 Нехай {λk}∞−∞,k ̸=0 - це спектр задачi (3.10)–(3.14) та

{κ(2)k }∞−∞, k ̸=0 спектр задачi (3.24)–(3.26) з j = 2. Нехай константи A0,

A2 з рiвнянь (3.32), (3.34) задовольняють

A0 = A2. (3.57)

Нехай найменше власне значення ζ(1)+0 задачi (3.18)–(3.20) з j = 1 дорiвнює

0.

Тодi q1(x)
a.e.
= 0 i данi {λk}∞−∞,k ̸=0, {κ

(2)
k }∞−∞, k ̸=0 i ζ(1)+0 цiєї теореми одно-

значно визначають q1 та q2.

Доведення З рiвняння (3.57) маємо A1 = A0−A2 = 0. Тодi для задачi

(3.18)–(3.20) з j = 1 маємо ∫ a
2

0

q1(x)dx = 0. (3.58)

Позначимо через L самоспряжений оператор, визначений таким чином:

Ly = −y′′ + q1(x)y, D(L) = {y ∈ W 2
2 (0,

a

2
), y′(0) = y′(

a

2
) = 0}.

Пам’ятаючи, що найменше власне значення L дорiвнює нулю ми за-

стосовуємо принцип мiнiмаксу для нашого диференцiального оператора L.

Для y з областi L маємо

0 = ζ
(1)
+0 = min

||y1||=1

(∫ a
2

0

y′1y
′
1dx+

∫ a
2

0

q1(x)|yj|2dx
)
. (3.59)

Стала функцiя y0 ≡ 1 знаходиться в D(L). Тому порiвнюючи (3.59) та

(3.57) отримуємо, що 0 є власним значенням L з власною функцiєю y0 ≡ 1.

Доведення завершуємо зауважуючи що рiвняння Ly0 = 0 дає q1(x)
a.e.
= 0.

Тепер ми робимо висновок, що спектр задачi (3.18)–(3.20) з j = 1 є

{2πk
a }∞−∞,k ̸=0 ∪ {0, 0}. Таким чином, за узагальненням Теореми 1.1 згада-

ним у пiдроздiлi 3.1, застосованим до задачi Штурма-Лiувiля з умовами

Неймана на кiнцях iнтервалу [0, a/2] потенцiал q1
a.e.
= 0 однозначно визнача-

ється двома спектрами {λk}∞−∞, k ̸=0, {κ
(2)
k }∞−∞, k ̸=0 i одним власним значення

{ζ(1)0 } третього спектру.
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Тепер розглянемо наступну задачу Хохштадта-Лiбермана: заданий

спектр задачi (3.10)–(3.14), а також потенцiал q1 = 0 на iнтервалi [0, a/2],

треба знайти потенцiал на iнтервалi [a/2, a]. Така задача має єдиний роз-

вязок [43]. □

Приклад Нехай спектр задачi (3.10)–(3.14) є {sign(k) π
a(|k| −

1/2)}∞−∞,k ̸=0, спектр задачi (3.24)–(3.26) з j = 2 є {sign(k) π
a(2|k|−1)}∞−∞,k ̸=0

i покладемо ζ(1)+0 = 0, де ζ(1)+0 є вiдповiдним власним значенням задачi (3.18)–

(3.20) з j = 1. Тодi згiдно з теоремою 3.2 потенцiал q1(x)
a.e.
= 0. Тодi за про-

позицiєю 3.2 спектр задачi (3.18)-(3.20) є {sign(k) π
a(2|k| − 1)}∞−∞,k ̸=0. Це

вiдповiдає q2(x)
a.e.
= 0.

3.5 Висновки до роздiлу 3

У цьому роздiлi розв’язанi так званi задачi з трьома спектрами (пряма та

обернена), котру можна розглядати як задачу на графi P3 (на простому

ланцюгу, що має 3 вершини). Пряма задача полягала в описi спектрiв за-

дачi на всьому графi та на пiдграфах цього графу, котрi вiдповiдають його

ребрам. Обернена задача полягала у знаходженнi потенцiалiв на ребрах,

виходячи з вiдомих спектрiв задачi на всьому графi i задач на ребрах.

Показано, що у випадку задачi з трьома спектрами iснує "амбарцумянiв-

ськiй"випадок, тобто трьох вищезгаданих спектрiв забагато для знаходже-

ння потенцiалiв, якщо потенцiал на одному з ребер тотожно дорiвнює нулю.
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РОЗДIЛ 4

4 Геометричнi задачi теорiї квантових графiв

4.1 Iсторiя питання

Прямi спектральнi задачi та задачi розсiювання на компактних i некомпа-

ктних метричних ( кожне ребро має довжину) графах, вiдповiдно, розгля-

далися в багатьох публiкацiях (див., напр. [6], [31], [32],[64], [15]). Оберненi

задачi на графах дослiджуються не так iнтенсивно (див., напр. [35], [79],

[41], [16], [55], [54], [80]).

Питання iдентифiкацiї об’єкта за спектральними даними виникає в рi-

зних областях фiзики. У квантовiй теорiї графiв (теорiї операторiв Шре-

дiнгера або операторiв Штурма-Лiувiля, що дiють на метричних графах)

одночасно з’явилися двi статтi з майже однаковою назвою «Чи можна по-

чути форму мережi?"[5] i «Чи можна почути форму графу?"[38] зi згадкою

про вiдому статтю М. Каца «Чи можна почути форму барабана?» [46]. Вiд-

повiдь негативна в першiй iз цих робiт, тому що ребра графа сумiрнi, а в

другiй вiдповiдь позитивна для графiв з несумiрними ребрами (дивись та-

кож [55]). Таким чином, цей варiант оберненої задачi можна сформулювати

так: задано спектр крайової задачi на графi, знайти форму графу. Iнший

варiант оберненої задачi: за спектром спектральної задачi та формою гра-

фу знайти потенцiали на ребрах. Найпростiшим результатом тут є теорема

Амбарцумяна, про яку йшлося у роздiлi 3.

В роботi [7] було доведено «геометричну» версiю теореми Амбарцумя-

на, яка стверджує, що якщо спектр такий, як у випадку задачi Неймана

на iнтервалi з нульовим потенцiалом, то граф є P2, тобто iнтервалом, а

потенцiал дорiвнює нулю майже всюди на ньому. У роботi [23] доведено

геометричну теорему Амбарцумяна для простих зв’язних графiв iз кiлькi-

стю вершин ≤ 5 i для дерев з кiлькiстю вершин ≤ 8 .

У пiдходi квантової теорiї графiв (див[6]) розглядаються спектральнi
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задачi, породженi рiвняннями Штурма-Лiувiля на рiвнобiчних графах з

крайовими умовами Неймана у висячих вершинах графiв i неперервностi

та умови Кiрхгофа у його внутрiшнiх вершинах. В нашiй роботi потенцiали

qj ∈ L2(0, l) на ребрах дiйснi.

У пiдроздiлi 4.2 ми формулюємо спектральнi задачi Штурма-Лiувiля

на простих зв’язних графах i вводимо вiдповiднi характеристичнi функцiї.

У пiдроздiлi 4.3 ми наведемо деякi допомiжнi результати. Як було по-

казано в [19], [30]. [34], у випадку рiвнобiчних графiв з однаковим потенцiа-

лом на ребрах, який є симетричним вiдносно середини ребра, спектральну

задачу можна ассоцiювати з спектральною задачею для лiнiйної матри-

чної операторної зв’язки λB − A, що дiє в Cp, де p – кiлькiсть вершин,

B = diag{d(v1), d(v2), ..., d(vp)} є матрицею степенiв вершин, а A є матри-

цею сумiжностi графа. Оскiльки I − B− 1
2AB− 1

2 є так званим дискретним

лапласiаном (див. напр. [33], [39], [13]) спектр λB − A є спектром дискре-

тного лапласiана.

В [23] отримано загальнi результати для асимптотики власних значень

спектральних задач на рiвнобiчних графах (див. також [7] для асимптоти-

ки у випадку нерiвнобiчних графiв). Показано, що у випадку однакового

потенцiалу на ребрах можна бiльш точно описати асимптотику.

У пiдроздiлi 4.4 розглянуто асимптотику власних значень задачi

Штурма-Лiувiля на простому зв’язному рiвнобiчному графi, що не є дере-

вом. Показано що, якщо потенцiали на ребрах не дорiвнюють 0, то власнi

значення асимптотично близькi до власних значень незбуреного випадку,

тобто випадку qj(x) ≡ 0тотожно для всiх j.

У пiдроздiлi 4.5 розглянуто асимптотику власних значень задачi

Штурма-Лiувiля на рiвнобiчному деревi. Показано що, якщо потенцiали

на ребрах не дорiвнюють 0, то власнi значення асимптотично близькi до

власних значень незбуреного випадку, тобто випадку qj(x) ≡ 0 тотожно

для всiх j.

У пiдроздiлi 4.6 показано, що для всiх простих зв’язних рiвнобiчних

графiв з кiлькiстю вершин p ≤ 5 i потенцiалами qj ∈ L2(0, l) асимпто-
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тика спектра задачi Штурма-Лiувiля однозначно визначає форму графа.

Показано, що для всiх рiвнобiчних дерев з кiлькiстю вершин, що менша чи

дорiвнює восьми i дiйсними потенцiалами qj ∈ L2(0, l) асимптотика спектра

задачi Штурма-Лiувiля однозначно визначає форму дерева.

У пiдроздiлi 4.7 доведена геометрична теорема Амбарцумяна, тобто до-

ведено, що, якщо пiдпослiдовностi спектру задачi Штурма-Лiувiля на про-

стому зв’язному графi з кiлькiстю вершин, що менше чи дорiвнює п’яти,

наближаються до послiдовностей власних значень такої задачi з qj ≡ 0

для всiх j, то асимптотика спектру однозначно визначає форму графа i

потенцiали на ребрах, як такi, що qj ≡ 0 майже при всiх x i всiх j.

4.2 Постановка задачi

Нехай G метричний зв’язний рiвнобiчний ( всi ребра однакової довжини)

граф з g ребрами. Позначимо через vi вершини, через p їх кiлькiсть через

d(vi) їх степенi, через ej ребра та через l довжину кожного ребра. Напряв-

ляємо ребра, якi iнцидентнi висячим вершинам у напрямi вiд висячих вер-

шин. Орiєнтацiя решти ребер довiльна. Позначимо через d+(vi) кiлькiсть

ребер, що входять у вершину vi i через d−(vi) = d(vi) − d+(vi) кiлькiсть

ребер, що виходять з вершини vi. Позначимо через W+(vi) набiр iндексiв

js (s = 1, 2, ..., d−(vi)) ребер, що входять vi i через W−(vi) набiр iндексiв

js (s = 1, 2, ..., d+(vi)) ребер, що виходять з vi. Локальнi координати ребер

ототожнюють кожне ребро ej з iнтервалом [0, l] так, що локальна коорди-

ната зростає в напрямку ребра. Це означає, що кожна висяча вершина має

локальну координату 0.

Функцiї yj на ребрах задовольняють систему g скалярних рiвнянь

Штурма-Лiувiлля

−y′′j + qj(x)yj = λyj, (4.1)

де qj є дiйсною функцiєю, яка належить L2(0, l). Для ребра ej iнцидентного

з висячою вершиною ми накладаємо крайову умову Неймана

y′j(0) = 0. (4.2)
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Для кожної внутрiшньої вершини з вхiдними ребрами ejs (js ∈ W−(vi)) та

вихiдними ребрами eks (ks ∈ W+(vi)) накладаємо умови неперервностi

yj1(l) = ... = yjd−(vi)
(l) = yk1(0) = ... = ykd+(vi)

(0), (4.3)

i умови Кiрхгофа ∑
k∈W+(vi)

y′k(0) =
∑

j∈W−(vi)

y′j(l). (4.4)

.

Позначимо через sj(
√
λ, x) розв’язок рiвняння Штурма-Лiувiля (4.1)

на ребрi ej котрий задовольняє умови sj(
√
λ, 0) = s′j(

√
λ, 0) − 1 = 0

та через cj(
√
λ, x) розв’язок, який задовольняє умови cj(

√
λ, 0) − 1 =

c′j(
√
λ, 0) = 0. Тодi характеристичну функцiю, тобто цiлу функцiю, на-

бiр коренiв якої збiгається зi спектром задачi, можна виразити через

sj(
√
λ, l), s′j(

√
λ, l), cj(

√
λ, l) та c′j(

√
λ, l). Щоб зробити це ми ввели на-

ступну систему вектор-функцiй ψj(λ, x) = col{0, 0, ..., sj(
√
λ, x), ..., 0} та

ψj+g(λ, x) = col{0, 0, ..., cj(
√
λ, x), ..., 0} для j = 1, 2, ..., g. Позначаємо через

Lj (j = 1, 2, ..., 2g) лiнiйнi функцiонали, створенi вiдавiдно до (4.2)–(4.4).

Тодi Φ(λ) = ||Lj(ψk(λ, x)||2gj,k є характеристична матриця, яка представляє

систему лiнiйних рiвнянь, що описують неперервнiсть i умови Кiрхгофа

для внутрiшнiх вершинин. Таким чином

∆(λ) := det(Φ(λ))

це характеристична функцiя задачi (4.1)–(4.4). Характеристична функцiя

визначається з точнiстю до сталого множника.

4.3 Спiввiдношення мiж неперервним i дискретним

лапласiанами

Тут ми представляємо добре вiдомi результати (див [19], [30],[34]).

Припущення. Далi будемо вважати, що потенцiали на ребрах однако-

вi, тобто q1(x) ≡ q2(x) ≡ · · · ≡ qg(x)
def
= q(x) та симетричнi вiдносно
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середини:

q(l − x)
a.e.
= q(x).

Вiдомо, (див. напр. [80], Твердження 2.1) що за цього припущення

s′(
√
λ, l) = c(

√
λ, l) (4.5)

i, отже, за тотожнiстю Лагранжа отримуємо

c′(
√
λ, l)s(

√
λ, l) = c2(

√
λ, l)− 1. (4.6)

Теорема 4.1 Нехай s(
√
λ, l) ̸= 0. Тодi λ є власним значен-

ням задачi (4.1)–(4.4) тодi та тiльки тодi, коли c(
√
λ, l) є власним

значенням лiнiйної матричної операторної в’язки zB − A, де B :=

diag{d(v1), d(v2), ..., d(vp)} та A є матрицею сумiжностi графа, або, iн-

шими словами, c(
√
λ, l) є власним значенням нормованого лапласiана

B− 1
2AB− 1

2 .

Доведення Згiдно [19], [34] введемо розв’язок (4.1) такої форми

fj(λ, x) =
fj(l)− fj(0)c(

√
λ, l)

s(
√
λ, l)

s(
√
λ, x) + fj(0)c(

√
λ, x), (4.7)

де fj(0) та fj(l) залежать лише вiд iндексу j на ребрi. Тут передбачається,

що λ таке, що s(
√
λ, l) ̸= 0. Зрозумiло, що

fj(λ, 0) = fj(0), fj(λ, l) = fj(l). (4.8)

Якщо s(
√
λ, l) ̸= 0, то будь-який розв’язок на ребрi ej можна предста-

вити у виглядi (4.7). Умови неперервностi у внутрiшнiй вершинi vi з вхi-

дними ребрами ej (j = j−1 , j
−
2 , . . . , j

−
d−(vi)

) i вихiдними ребрами ребра ej

(j = j+1 , j
+
2 , . . . , j

+
d+(vi)

) є

fj−1 (λ, l) = fj−2 (λ, l) = · · · = fj−
d−(vi)

(λ, l) =

fj+1 (λ, 0) = fj+2 (λ, 0) = · · · = fj+
d+(vi)

(λ, 0)

або завдяки (4.8)

fj−1 (l) = fj−2 (l) = · · · = fj−
d−(vi)

(l) = fj+1 (0) = fj+2 (0) = · · · = fj+
d+(vi)

(0)
def
= Y (vi),
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де ми запровадили позначенння Y (vi). Умова Кiрхгофа у внутрiшнiй вер-

шинi vi є
j−
d−(vi)∑
j=j−1

f ′j(λ, l)−
j+
d+(vi)∑
j=j+1

f ′j(λ, 0) = 0,

або враховуючи на (4.7) та (4.5)

j−
d−(vi)∑
j=j−1

fj(l)s
′(
√
λ, l)− fj(0)

s(
√
λ, l)

−
j−
d+(vi)∑
j=j+1

fj+1 (l)− fj+1 (0)c(
√
λ, l)

s(
√
λ, l)

= 0. (4.9)

Беручи до уваги (4.5), (4.6) i нерiвнiсть s(
√
λ, l) ̸= 0, ми переписуємо

(4.9) як

c(
√
λ, l)d(vi)Y (vi)−

∑
vj∼vi

Y (vj) = 0, (4.10)

де сума береться по всiх вершинах vj сумiжних з внутрiшньою вершиною

vi. Тодi, якщо λ є власним значенням задачi (4.1) - (4.4), i s(
√
λ, l) ̸= 0 то

ψ(λ)
def
= det(c(

√
λ, l)B − A) = 0.

Зауваження 4.2 Оскiльки сума елементiв кожного рядка в матрицi

B − A дорiвнює нулю, зрозумiло, що z = 1 є власним значенням zB − A.

Для зв’язних графiв це власне значення є простим (див. лему 1.7 (iv) у

[33]).

4.4 Асимптотика власних значень для простих

зв’язних графiв, що не є деревами

У цьому роздiлi ми розглянемо випадок g ≥ p. Покладемо q ≡ 0 тодi

c(
√
λ, l) = cos

√
λl та s(

√
λ, l) = sin

√
λl√

λ
.

Спектр лiнiйної операторної в’язки zB−A складається з p (з урахуван-

ням кратностей) власних значень, якi є коренями визначника p×p матрицi

zB − A. Позначимо цi власнi значення α1 ≤ α2 ≤ ... ≤ αp.

Таким чином, якщо sin
√
λkl√

λk
̸= 0, то λk є власним значенням задачi

(4.1)–(4.4) тодi i тiльки тодi, коли cos
√
λkl = αi для деякого i, де αi

(i = 1, 2, . . . , p) це коренi многочлена ψ(z). Якщо sin
√
λkl√

λk
= 0 та λk є власним
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значенням задачi (4.1)–(4.4) кратностi m, то
√
λk +

2πn
l (n ∈ N) є власним

значенням тiєї самої кратностi. Беручи до уваги те, що

lim
k→∞

λk
k2

=
π2

g2l2
(4.11)

(див. [65], [4], [69] або [5] Наслiдок 1), це означає, що характеристична фун-

кцiя має вигляд

∆0(λ)
def
=

(
sin

√
λl√
λ

)g−p

ψ(cos
√
λl). (4.12)

Таким чином, власне значення задачi (4.1)-(4.4) є або коренем s(
√
λ, l), або

коренем однiєї з функцiй c(
√
λ, l)− αi (i = 1, 2, ...p), де згiдно iз зауважен-

ням 4.2 αp = 1.

Наступнi результати вiдомi для випадку qi ≡ 0 (див. [5], теорема 1).

Звернiть увагу, що ми змiнюємо iндексацiю власних значень.

Теорема 4.2 Нехай g ≥ p. У загальному випадку qi ̸= 0 власнi

значення задачi (4.1)–(4.4) можна представити як об’єднання пiдпослi-

довностей {
√
λk}∞−∞,k ̸=0 =

2g
∪
i=1

{
√
λ
(i)
k }∞−∞,k ̸=0 з наступною асимптотикою

(k = 1, 2, ...)√
λ
(i)
k =

k→∞

2π(k − 1)

l
+

1

l
arccosαp+1−i +O

(
1

k

)
i = 1, 2, ..., p, (4.13)

√
λ
(i)
k =

k→∞

2π(k − 1)

l
+
π

l
+O

(
1

k

)
i = p+ 1, p+ 2, ..., g, (4.14)√

λ
(i)
k =

k→∞

2πk

l
− 1

l
arccosαi−g +O

(
1

k

)
i = g + 1, g + 2, ..., g + p, (4.15)√

λ
(i)
k =

k→∞

2πk

l
+O

(
1

k

)
for i = g + p+ 1, g + p+ 2, ..., 2g. (4.16)

Доведення Завдяки (4.12), у випадку qj ≡ 0 власнi значення можуть

бути представленi як об’єднання пiдпослiдовностей√
λ̃
(i)
k =

2π(k − 1)

l
+

1

l
arccosαp+1−i, i = 1, 2, ..., p√

λ̃
(i)
k =

2π(k − 1)

l
+
π

l
, i = p+ 1, p+ 2, ..., g
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√
λ̃
(i)
k =

2πk

l
− 1

l
arccosαi−g, i = g + 1, g + 2, ..., g + p√

λ̃
(i)
k =

2πk

l
, i = g + p+ 1, g + p+ 2, ..., 2g.

За теоремою 5.4 з [17] ми маємо |(λ(i)k ) − (λ̃
(i)
k )| = C(i), де сталi C(i) ≤

C <∞. Це доводить теорему 4.2.□

З [7] випливає, що асимптотики (4.13)–(4.16) вiрнi також у випадку,

коли qj ∈ L1(0, l).

Оскiльки αp = 1 та arccosαp = 0 приходимо до висновку, що за умов

теореми 4.2 iснують g − p+ 1 пiдпослiдовностi з асимптотиками√
λk =

2πk

l
+O

(
1

k

)
i ще одна з асимптотикою√

λk =
2π(k − 1)

l
+O

(
1

k

)
.

4.5 Асимптотика власних значень для випадку дерев

Тепер нехай g = p− 1. Оскiльки наш граф зв’язний, то вiн є деревом.

Лемма 4.1 Якщо зв’язний граф є дводольним, то спектр операторної

матричної в’язки zB − A є симетричним вiдносно початку координат.

Доведення Якщо {a1, a2, ..., ap1, ap1+1, ..., ap} є власним вектором zB−
A, що вiдповiдає власному значенню λ, де {v1, v2, ..., vp1} та {vp1+1, ..., vp} це

дводольне розбиття множини вершин G тодi {a1, a2, ..., ap1,−ap1+1, ...,−ap}
є власним вектором zB − A, що вiдповiдає власному значенню −λ. □

Теорема 4.3 Нехай T дерево з p ≥ 2 та qi ≡ 0 для всiх i. Тодi спектр

задачi (4.1)–(4.4) збiгається з множиною коренiв функцiї

∆0(λ) =
√
λ sin

√
λlψ̃(cos

√
λl), де ψ̃(z) = (1− z2)−1ψ(z).

Доведення Завдяки зауваженню 4.2 i леммi 4.1 обидва α1 = 1 та

αp = −1 є власними значеннями zB − A для будь-якого дерева. Згiдно з

теоремою 4.1 рiвняння (4.10) справедливе для тих λ для котрих c2(
√
λ, l)−

1 ̸= 0. За теоремою 4.1 власнi значення задачi (4.1)–(4.4), якi не є коренями
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sin
√
λl є кореняни цiлої функцiї ψ(cos

√
λl) sin−2

√
λl. Оскiльки кiлькiсть

(з урахуванням кратностi) власних значень на iнтервалi (0, π2 ] дорiвнює

g (вiдповiдно до (4.11)), ми приходимо до висновку, що характеристична

функцiя має вигляд

∆0(λ) = ψ(cos
√
λl)

√
λ sin

√
λl

(1− cos2
√
λl)

=
√
λ sin

√
λψ̃(cos

√
λl). □

Теорема 4.4 Нехай T — дерево. У загальному випадку qj ̸= 0 множи-

ну власних значень задачi (4.1)-(4.4) можна подати як об’єднання пiдпо-

слiдовностей {
√
λk}∞−∞,k ̸=0 =

2g
∪
i=1

{
√
λ
(i)
k }∞−∞,k ̸=0 з наступною асимптоти-

кою√
λ
(i)
k =

k→∞

2π(k − 1)

l
+

1

l
arccosαp+1−i +O

(
1

k

)
, i = 2, 3, ..., p− 1, k ∈ N

√
λ
(1)
k =

k→∞

π(k − 1)

l
+O

(
1

k

)
k ∈ N.

Доведення Згiдно з теоремою 4.3 у випадку qj ≡ 0 власнi значення

можна впорядкувати як об’єднання пiдпослiдовностей√
λ̃
(i)
k =

k→∞

2π(k − 1)

l
+

1

l
arccosαp+1−i , i = 2, 3, ..., p− 1, k ∈ N (4.17)√
λ̃
(1)
k =

k→∞

π(k − 1)

l
k ∈ N. (4.18)

За теоремою 5.4 з [23] ми маємо |(λ(i)k )− (λ̃
(i)
k )| = C(i), де C(i) ≤ C <∞.

Це доводить теорему 4.4. □

Зауваження 4.3 З (4.18) ми бачимо, що власнi значення
√
λ̃
(1)
k є про-

стими. Якщо ж граф не є деревом, то з (4.16) випливає, що вони кратнi.

Це дозволяє знаючи спектр, з’ясувати чи є граф деревом.

4.6 Обернена задача

В цьому роздiлi ми обговорюємо наступне питання: чи спектр задачi (4.1)–

(4.4) однозначно визначає форму графу?

Означення 4.1 Граф називається простим, якщо вiн не мiстить

петель i кратних ребер.
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Далi ми розглядаємо простi зв’язнi графи

Теорема 4.5 Нехай G простий зв’язний рiвнобiчний граф з p ≤ 5.

Тодi спектр задачi (4.1)–(4.4) на G з qj ≡ 0 (j = 1, 2, ..., g) однозначно

визначає форму графу.

Доведення Завдяки теоремам 4.2 i 4.4 асимптотики однозначно ви-

значають константи {αi}pi=1.

Усi простi зв’язнi графи з двома, трьома, чотирма та пятьма вершинами

зображенi на рис. 3. (див. [27]).

Рис. 3: Простi звязнi графи з кiлькiстю вершин p ≤ 5

Вiдповiднi характеристичнi функцiї є

ϕ1 = z2−1, ϕ2 = −2z3+2z, ϕ3 = −8z3+6z+2, ϕ4 = 81z4−54z2−24z−3,

ϕ5 = 36z4 − 28z2 − 8z, ϕ6 = 12z4 − 11z2 − 2z + 1, ϕ7 = 16z4 − 16z2,
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ϕ8 = 3z4 − 3z2, ϕ9 = 4z4 − 5z2 + 1.

ϕ10 = −1024z5+640z3+320z2+60z+4, ϕ11 = −576z5+396z3+162z2+18z,

ϕ12 = −288z5 + 218z3 + 74z2 − 2z − 2, ϕ13 = −324z5 + 252z3 + 72z2,

ϕ14 = −108z5 + 90z3 + 26z2 − 6z − 2, ϕ15 = −128z5 + 104z3 + 24z2,

ϕ16 = −144z5 + 124z3 + 32z2 − 10z − 2, ϕ17 = −162z5 + 144z3 + 24z2 − 6z,

ϕ18 = −48z5 + 44z3 + 8z2 − 4z, ϕ19 = −54z5 + 54z3 + 10z2 − 8z − 2,

ϕ20 = −64z5 + 64z3 + 16z2 − 12z − 4, ϕ21 = −72z5 + 74z3 + 8z2 − 10z,

ϕ22 = −72z5+72z3, ϕ23 = −16z5+16z3+2z2−2z, ϕ24 = −18z5+20z3+2z2−4z,

ϕ25 = −24z5 + 30z3 + 4z2 − 8z − 2, ϕ26 = −24z5 + 28z3 − 4z,

ϕ27 = −32z5 + 40z3 − 10z + 2, ϕ28 = −4z5 + 4z3, ϕ29 = −6z5 + 8z3 − 2z,

ϕ30 = −8z5 + 12z3 − 4z.

Ми бачимо, що лише графи G7 i G8 мають дискретнi лапласiани з одна-

ковим спектром. Однак кiлькiсть ребер у цих графах рiзна. Таким чином,

спектри задачi (4.1)-(4.4) на цих графах рiзнi. Це означає, що всi простi

зв’язнi графи з p ≤ 5 однозначно визначаються асимптотикою їх спектрiв.

Теорема 4.6 Нехай T — рiвнобiчне дерево з p ≤ 8. Тодi спектр задачi

(4.1)-(4.4) на T з qj = 0 для всiх j однозначно визначає форму дерева.

Доведення Усi дерева з шiстьма, сiмома та вiсьма вершинами показанi

на рис.4 та рис.5.

Вiдповiднi характеристичнi функцiї є

ϕ31 = 5z6 − 5z4, ϕ32 = 8z6 − 11z4 + 3z2, ϕ33 = 9z6 − 13z4 + 4z2,

ϕ34 = 12z6−19z4+7z2, ϕ35 = 12z6−20z4+9z2−1, ϕ36 = 16z6−28z4+13z2−1

ϕ37 = −6z7 + 6z5, ϕ38 = −10z7 + 14z5 − 4z3, ϕ39(z) = −12z7 + 18z5 − 6z3,

ϕ40 = −16z7 + 26z5 − 10z3, ϕ41 = −16z7 + 28z5 − 14z3 + 2z,

ϕ42 = −18z7 + 30z5 − 12z3, ϕ43 = −18z7 + 32z5 − 16z3 + 2z,
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Рис. 4: Дерева з шiстю та сiмома вершинами

ϕ44 = −24z7 + 44z5 − 22z3 + 2z, ϕ45 = −24z7 + 46z5 − 26z3 + 4z,

ϕ46 = −24z7+44z5+2z4− 26z3− z2+5z, ϕ47 = −32z7+64z5− 38z3+6z,

ϕ48(z) = 12z8−17z6+5z4, ϕ49(z) = 15z8−23z6+8z4, ϕ50(z) = 16z8−25z6+9z4,

ϕ51(z) = 20z8 − 33z6 + 13z4, ϕ52(z) = 20z8 − 36z6 + 19z4 − 3z2,

ϕ53(z) = 24z8 − 41z6 + 17z4, ϕ54(z) = 24z8 − 44z6 + 23z4 − 3z2,

ϕ55(z) = 24z8 − 45z6 + 25z4 − 4z2, ϕ56(z) = 32z8 − 60z6 + 31z4 − 3z2,

ϕ57(z) = 27z8 − 51z6 + 28z4 − 4z2, ϕ58(z) = 32z8 − 64z6 + 39z4 − 7z2,
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Рис. 5: Дерева з вiсьма вершинами

ϕ59(z) = 32z8 − 68z6 + 48z4 − 13z2 + 1, ϕ60(z) = 36z8 − 69z6 + 37z4 − 4z2,

ϕ61(z) = 36z8 − 72z6 + 43z4 − 7z2, ϕ62(z) = 36z8 − 73z6 + 45z4 − 8z2,

ϕ63(z) = 36z8 − 76z6 + 51z4 − 11z2, ϕ64(z) = 36z8 − 76z6 + 52z4 − 13z2 + 1,

ϕ65(z) = 48z8 − 100z6 + 63z4 − 11z2, ϕ66(z) = 48z8 − 104z6 + 71z4 − 15z2,

ϕ67(z) = 48z8−104z6+72z4−17z2+1, ϕ68(z) = 48z8−108z6+80z4−21z2+1,

ϕ69(z) = 64z8 − 144z6 + 104z4 − 25z2 + 1, ϕ70 = 7z8 − 7z6.
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Ми бачимо, що серед цих характеристичних функцiй немає пари з однако-

вими спектрами. Це означає, що всi дерева з p ≤ 8 однозначно визначаю-

ться асимптотикою своїх спектрiв.□

Наслiдок 4.1

1. Нехай G простий зв’язний рiвнобiчний граф з p ≤ 5. Тодi спектр

задачi (4.1)–(4.4) на G однозначно визначає форму графу.

2. Нехай T — рiвнобiчне дерево з p ≤ 8. Тодi спектр задачi (4.1)-(4.4)

на T однозначно визначає форму дерева.

Доведення Скористаємося тим, що згiдно з доведенним у теоремi 5.4

з [17] потенцiали qj ∈ L2(0; l) не впливають на першi два доданки в асим-

птотичних формулах для власних значень, а становлять внески порядку

O(1k). Наслiдок доведено. □

4.7 "Геометрична"теорема Амбарцумяна

Iсторiя оберненої задачi Штурма-Лiувiля почалася з теореми Амбарцумя-

на. Ця теорема полягає в наступному:

Теорема 4.7 [Теорема Амбарцумяна] Нехай власнi значення спе-

ктральної задачi

−y′′ + q(x)y = zy (4.19)

y′(0) = y′(a) = 0 (4.20)

з дiйсним q ∈ C[0, a] є

zk =
π2k2

a2
(4.21)

де k = 0, 1, 2, ....

Тодi q(x) ≡ 0.

Пiзнiше виявилося, що випадок умов Неймана (4.20) на обох кiнцях

iнтервалу та незбуреного спектра є винятком, i в бiльшостi випадкiв потрi-

бно знати два спектри крайових задач, щоб знайти потенцiал q (див., напр.

[60], [61], [68]). Однак iснують узагальнення теореми Амбарцумяна (див.

[20], [21], [22], [42], [44], [47], [82], [78], [86]) [87], [57], [88], [90], [50] в яких
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задана форма графу, а мета полягає в тому, щоб довести, що потенцiали

на ребрах дорiвнюють нулю.

В [7] було доведено «геометричну» теорему Амбацумяна, а саме показа-

но, що спектр вигляду (4.21) однозначно визначає не тiльки те, що qj = 0

майже всюди на всiх ребрах, але й форму графу, в даному випадку це

вiдрiзок .

Теорема 4.8 Нехай α1, α2, ..., αp (αp = 1) коренi одного з многочленiв

ϕj (j = 1, 2, ..., 30) перерахованих в доведеннi теореми 4.5. Нехай спектр

задачi (4.1)–(4.4) складаються з пiдпослiдовностей (k = 1, 2, ...)√
λ
(1)
k =

k→∞

2π(k − 1)

l
+ o

(
1

k

)
, (4.22)

√
λ
(i)
k =

k→∞

2π(k − 1)

l
+

1

l
arccosαp+1−i + o

(
1

k

)
, i = 2, 3, ..., p, (4.23)√

λ
(i)
k =

k→∞

2π(k − 1)

l
+
π

l
+ o

(
1

k

)
, i = p+ 1, p+ 2, ..., g, (4.24)√

λ
(i)
k =

k→∞

2πk

l
−1

l
arccosαi−g+o

(
1

k

)
for i = g+1, g+2, ..., g+p−1, (4.25)√

λ
(g+p)
k =

k→∞

2πk

l
+ o

(
1

k

)
, (4.26)√

λ
(i)
k =

k→∞

2πk

l
+ o

(
1

k

)
for i = g + p+ 1, g + p+ 2, ..., 2g. (4.27)

де λ(1)1 = 0 є найменшим власним значенням.

Тодi граф є одним з графiв Gj показаних на рис. 3 i qj ≡ 0 (j =

1, 2, ..., g).

Доведення Завдяки (4.22), (4.26), (4.27) та λ(1)1 = 0 умови теореми 1.2

з [48], [50] задовiльняються, таким чином qj = 0 майже для всiх x та всiх

j. Тому, √
λ
(1)
k =

2π(k − 1)

l
,√

λ
(i)
k =

2π(k − 1)

l
+

1

l
arccosαp+1−i for i = 2, 3, ..., p,√

λ
(i)
k =

2π(k − 1)

l
+
π

l
for i = p+ 1, p+ 2, ..., g,
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√
λ
(i)
k =

2πk

l
− 1

l
arccosαi−g for i = g + 1, g + 2, ..., g + p− 1,√

λ
(g+p)
k =

2πk

l
,√

λ
(i)
k =

2πk

l
for i = g + p+ 1, g + p+ 2, ..., 2g.

Таким чином, ми можемо визначити форму графа за допомогою теоре-

ми 4.2. □

Приклад Якщо λ
(1)
1 = 0 є найменшим власним значенням i

{
√
λk}∞−∞,k ̸=0 =

14
∪
i=1

{
√
λ
(i)
k }∞−∞,k ̸=0 з наступною асимптотикою (k = 1, 2, ...):√
λ
(1)
k =

k→∞

2π(k − 1)

l
+ o

(
1

k

)
,√

λ
(i)
k =

k→∞

2π(k − 1)

l
+
π

2l
+ o

(
1

k

)
, for i = 2, 3√

λ
(4)
k =

k→∞

2π(k − 1)

l
+

1

l
arccos

(
−1

4

)
+ o

(
1

k

)
,√

λ
(5)
k =

k→∞

2π(k − 1)

l
+

1

l
arccos

(
−3

4

)
+ o

(
1

k

)
,√

λ
(i)
k =

k→∞

2π(k − 1)

l
+
π

l
+ o

(
1

k

)
for i = 6, 7,√

λ
(8)
k =

k→∞

2πk

l
− 1

l
arccos

(
−3

4

)
+ o

(
1

k

)
,√

λ
(9)
k =

k→∞

2πk

l
− 1

l
arccos

(
−1

4

)
+ o

(
1

k

)
,√

λ
(i)
k =

k→∞

2πk

l
− π

2l
+ o

(
1

k

)
, for i = 10, 11,√

λ
(i)
k =

k→∞

2πk

l
+ o

(
1

k

)
for i = 12, 13, 14.

Тодi граф є G15 та qj = 0 для j = 1, ..., 14.

Теорема 4.9 Нехай α1, α2, ..., αp (αp = 1) коренi будь-якого з мно-

гочленiв ϕj (j = 31, 32, ..., 70) перерахованi в доведеннi теореми 4.5. Не-

хай спектр задачi (4.1)–(4.4) на деревi складаються з пiдпослiдовностей

(4.17) та (4.18) (k = 1, 2, ...) де λ(1)1 = 0 є найменшим власним значенням.

Тодi граф є Gj показаний на рис. 2 або рис. 3 i qj = 0 майже всюди

для всiх j = 1, 2, ..., g.
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4.8 Висновки до роздiлу 4

У цьому роздiлi розглянута обернена задача Штурма-Лiувiлля на простих

звязних графах. Показано, що, якщо кiлькiсть вершин у простому звязно-

му графi не перевищує пяти, то спектр задачi однозначно визначає форму

графу. У випадку дерев, показано, що якщо кiлькiсть вершин не перевищує

восьми, то спектр задачi однозначно визначає форму графу.
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РОЗДIЛ 5

5 Спектральнi задачi з рiзними умовами на

висячих вершинах

5.1 Iсторiя

У [54], [7] була доведена “геометрична” теорема Амбарцумяна, котра ствер-

джує, що, якщо спектр задачi Штурма-Лiувiлля з крайовими умовами Не-

ймана такий як у випадку задачi на iнтервалi з умовами Неймана на кiн-

цях та з тотожньо нульовим потенцiалом, то цей граф є P2 i потенцiал

майже всюду дорiвнює нулю. У [23] “геометрична” теорема Амбарцумяна

була доведена для всiх зв’язних простих рiвнобiчних графiв, кiлькiсть вер-

шин яких не перевищує 5 та для дерев з кiлькiстю вершин ≤ 8. Зокрема

ця теорема стверджує, що у цих випадках спектр задачi Штурма-Лiувiлля

однозначно визначає форму графа.

Однак, цей результат не може бути поширений на випадок простих звя-

зних рiвнобiчних графiв з шiстю вершинами. Так графи, зображенi на рис.

6 мають однаковi перший i другий члени асимптотики власних значень,

тобто, наприклад, у випадку нульових потенцiлiв на ребрах цi графи є

коспектральними у квантовомеханiчному сенсi (див. нижче теорему 5.6).

Цiкаво, що цi графи можна отримати роздiленням вершини у графi K5 на

двi i отже вони належать до класу так званих пухнастих куль (fuzzy balls,

див. [13]).

Виявляється, що спiвпадiння спектрiв дискретних лапласiанiв, ще не

означає спiвпадiння першого i другого членiв асимптотики власних зна-

чень задачi Штурма-Лiувiлля. Додатково потрiбно щоб була однаковою

кiлькiсть ребер графа. Наприклад, графи, зображенi на рис. 7 мають одна-

ковi спектри дискретних лапласiанiв {-1, 0, 0, 1}, але рiзнi перший i другий

члени асимптотики власних значень задачi Штурма-Лiувiлля, бо в них рi-
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Рис. 6: Неiзоморфнi графи з 6 вершинами i з однаковими першим i другим

членами асимптотики власних значень задачi Штурма - Лiувiлля. Див.

теорему 5.6

зна кiлькiсть ребер. Тому в подальшому, шукаючи коспектральнi графи, ми

будемо розглядати простi зв’язнi рiвнобiчнi графи з однаковою кiлькiстю

ребер i однаковими спектрами дискретних лапласiанiв.

Рис. 7: Неiзоморфнi графи з однаковим спектром дискретного лапласiана,

не коспектральнi у квантовомеханiчному сенсi

Вiдомо [23], що власнi значення дискретного лапласiана можна зна-

йти з асимптотики власних значень задачi Штурма-Лiувiлля на графi не

тiльки у випадку “амбарцумянiвської” асимптотики. Тому припускаючи,

що потенцiали на ребрах - дiйснi L2 функцiї, ми залишаємо їх поза ува-

гою i ставимо питання: чи можемо ми знайти форму простого зв’язного

рiвнобiчного графа, використовуючи асимптотику власних значень задачi

Штурма-Лiувiлля з умовами Неймана на висячих вершинах i узагальнени-
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ми умовами Неймана на внутрiшнiх вершинах? Також нас цiкавить яку

iнформацiю про форму графа можна отримати з асимптотики власних

значень у випадку задачi Штурма-Лiувiлля з умовами Дiрiхле на вися-

чих вершинах. Слiд зазначити, що проблема коспектральностi для задач з

умовами Дiрiхле на деяких з вершин розглядалася у [3] та [70], де запропо-

нований метод побудови сiмей коспектральних графiв який використовує

лiнiйнi зображення скiнченних груп.

У пiдроздiлi 5.2 ми описуємо спектральну задачу Штурма-Лиувилля на

простому зв’язному рiвнобiчному графi з узагальненими умовами Нейма-

на на внутрiннiх вершинах та умовами Неймана на висячих вершинах i

другу задачу, котра вiдрiзняється вiд першої умовами Дiрiхле на висячих

вершинах.

У пiдроздiлi 5.3 ми наводимо деякi допомiжнi результати. Ми розгляда-

ємо ассоцiйовaну скiнченновимiрну спектральну задачу i показуємо зв’язок

мiж спектром задачi Штурма-Лiувiлля на метричному графi i спектром

дискретного лапласiана цього графа у випадку задачi з умовами Нейма-

на на висячих вершинах. Також ми описуємо зв’язок мiж спектром зада-

чi Штурма-Лiувiлля та спектром модiфiкованого дискретного лапласiана

внутрiшнього пiдграфа у випадку задачi з умовами Дiрiхле на висячих

вершинах.

У пiдоздiлi 5.4 ми нагадуємо, що для простих зв’язних рiвнобiчних

графiв з кiлькiстю вершин p ≤ 5 перший та другий члени асимптотики

власних значень задачi Штурма-Лiувiлля з умовами Неймана на висячих

вершинах i узагальненими умовами Неймана у внутрiшнiх вершинах одно-

значно визначають форму графа. Такий же результат справедливий для

дерев, кiлькiсть вершин у яких не перевищує 8. Ми показуємо, що серед

простих зв’язних рiвнобiчних графiв з 6 вершинами iснує тiльки одна пара

з однаковими першим i другим членами асимптотики власних значень.

У пiдроздiлi 5.5 ми розглядаємо спектральну задачу Штурма-Лiувiлля

на простому зв’язному рiвнобiчному графi з умовами Дiрiхле на висячих

вершинах i узагальненими умовами Неймана у внутрiшнiх вершинах. Тiль-
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ки у деяких випадках (подвiйна зiрка) перший i другий члени асимптотики

однозначно визначають форму графа. Однак, бiльше iнформацiї ми може-

мо отримати щодо форми внутрiшнього пiдграфа, тобто пiдграфа, отри-

маного видаленням висячих вершин разом з iнцидентними з ними ребрами

(листами).

5.2 Постановка задач

Нехай G - простий зв’язний рiвнобiчний граф з g ребрами довжини l ко-

жне, p вершинами, ppen висячими вершинами. Позначимо через vi вершини,

через d(vi) їх степенi, через ej ребра графа. Спрямуємо ребра, iнцидентнi

з висячими вершинами вiд висячих вершин. Орiєнтацiя всiх iнших ребер

нехай буде довiльною. Так, для внутрiшньої вершини vi ми розглядаємо її

степiнь входу d+(vi) i степень виходу d−(vi) = d(vi) − d+(vi). Позначимо

через W−(vi) множину iндексiв js (s = 1, 2, ..., d−(vi)) ребер, що виходять

з vi, а через W+(vi) множину iндексiв ks (s = 1, 2, ..., d+(vi)) ребер, шо вхо-

дять у vi. Локальнi координати на ребрах ототожнюють кожне ребро ej з

iнтервалом [0, l] так, що локальна координата зростає у напрямку ребра.

Це означає, що кожна висяча вершина має координрту 0.

Кожна внутрiшня вершина має локальну координату l на кожному вхi-

дному ребрi та координату 0 на кожному вихiдному ребрi. Функцiї yj на

ребрах мають задовольняти g скалярних рiвнянь Штурма-Лiувiлля

−y′′j + qj(x)yj = λyj, (j = 1, 2, ..., g), (5.1)

де qj - дiйснi L2(0, l)-функцiї. У внутрiшнiй вершинi vi з вихiдними ребрами

ej (j ∈ W−(vi)) та вхiдними ребрами ek (k ∈ W+(vi)) накладаємо умови

неперервностi

yj(0) = yk(l), (5.2)

та умову Кiрхгофа ∑
k∈W+(vi)

y′k(l) =
∑

j∈W−(vi)

y′j(0). (5.3)
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Накладаємо умови Неймана:

y′j(0) = 0, (5.4)

у висячих вершинах vj (j = r + 1, r + 2, ..., ppen) та умови Дiрiхле

yj(0) = 0 (5.5)

у рештi висячих вершин vj (j = 1, 2, ..., r, 0 ≤ r ≤ ppen).

Позначимо через sj(
√
λ, x) розв’язок рiвняння Штурма-Лiувiлля (5.1)

на ребрi ej, який задовольняє умови sj(
√
λ, 0) = s′j(

√
λ, 0) − 1 = 0,

а через cj(
√
λ, x) розв’язок, який задовольняє умови cj(

√
λ, 0) − 1 =

c′j(
√
λ, 0) = 0. Тодi характеристична функцiя ϕ(λ), тобто цiла функцiя,

множина чиїх коренiв спiвпадає зi спектром задачi (5.1)-(5.5) може бути

виражена через sj(
√
λ, l), s′j(

√
λ, l), cj(

√
λ, l) та c′j(

√
λ, l). Для цього роз-

глянемо систему вектор-функцiй ψj(λ, x) = col{0, 0, ..., sj(
√
λ, x), ..., 0} та

ψj+g(λ, x) = col{0, 0, ..., cj(
√
λ, x), ..., 0} для j = 1, 2, ..., g. Позначимо через

Lj (j = 1, 2, ..., 2g) лiнiйнi функцiонали породженi рiвняннями (5.1)–(5.5).

Тодi Φ(λ) = ||Lj(ψk(λ, l)||2gj,k - це характеристична матриця, яка представ-

ляє систему лiнiйних рiвнянь, що описують умови неперервностi та умови

Кiрхгофа у внутрiшнiх вершинах. Тодi назвемо

ϕ(λ) := det(Φ(λ))

характеристичною функцiєю задачi (5.1)–(5.5).

5.3 Допомiжнi результати

Для простого графа матриця A = (Ai,j)
p
i,j=1 де Ai,i = 0 для всiх i =

1, 2, ..., p, а для всiх

Ai,j =

{
1, якщо vi та vj сумiжнi,

0, якщо не сумiжнi,

називається матрицей сумiжностi.
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Нехай

D = diag{d(v1), d(v2), ..., d(vp)}

матриця степенiв вершин. Тодi

Ã = D−1/2AD−1/2

назвемо дискретним лапласiаном.

Нехай G - простий зв’язний рiвнобiчний граф з g ≥ 2 ребрами. Нехай

r (0 ≤ r ≤ ppen) - кiлькiсть висячих вершин з умовою Дiрiхле. Ми на-

кладаємо умову Неймана на рештi висячих вершин. Позначимо через Ĝ

граф, отриманий шляхом видалення висячих вершин, на яких накладенi

умови Дiрiхле, та iнцедентних з ними ребер. Для зручностi позначимо вер-

шини графа Ĝ через vr+1, vr+2,..., vp. Нехай Â - матриця сумiжностi графа

Ĝ. Позначимо через D̂G = diag{d(vr+1), d(vr+2), ..., d(vp)}, де d(vi) степiнь

вершини vi у графi G. Ми розглянемо многочлен

PG,Ĝ(z) := det(zD̂G − Â).

Наступна теорема була доведена у [66] (теорема 6.4.2).

Теорема 5.1 Нехай G - простий зв’язний рiвнобiчний граф з не менше

нiж двома ребрами з довжиною ребра l та з однаковим потенцiалом на

ребрах, симетричним вiдносно середини ребра (q(l − x) = q(x)).

Тодi спектр задачi (5.1)–(5.5) спiвпадає з множиною коренiв характе-

ристичної функцiї

ϕD(λ) = sg−p+r(
√
λ, l)PG,Ĝ(c(

√
λ, l)),

де s(
√
λ, x) та c(

√
λ, x) - розв’язки рiвняння Штурма-Лiувiлля на ребрi,

якi задовольняють умови s(
√
λ, 0) = s′(

√
λ, 0) − 1 = 0 та c(

√
λ, 0) − 1 =

c′(
√
λ, 0) = 0.
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5.4 Спектральна задача у випадку умов Неймана на

висячих вершинах графа

В цьому роздiлi ми розглядаємо випадок умов Неймана на всiх висячих

вершинах (r = 0), тобто задачу (5.1)–(5.4).

Теорема 5.2 (Теорема 4.1 у [23]). Нехай g ≥ p. Власнi значення зада-

чi (5.1)–(5.4) можна подати як об’єднання пiдпослiдовностей {λk}∞k=1 =
p+g
∪
i=1

{λ(i)k }∞k=1 з наступною асимптотикою (k ∈ N := {1, 2, ...}).√
λ
(i)
k =

k→∞

2π(k − 1)

l
+

1

l
arccosαi +O

(
1

k

)
для i = 1, 2, ..., p, (5.6)

√
λ
(i+p)
k =

k→∞

2πk

l
− 1

l
arccosαi +O

(
1

k

)
для i = 1, 2, ..., p, (5.7)

i, якщо g > p,√
λ
(2p+i)
k =

k→∞

πk

l
+O

(
1

k

)
для i = 1, 2, ..., g − p, (5.8)

де {αi}pi=1 - власнi значення дискретного лапласiана.

Тепер з’ясуємо, яку iнформацiю про форму графу можна отримати з

асимптотики власних значень.

Теорема 5.3 Нехай {λk}∞k=1 - це спектр задачi (5.1)–(5.4) (r = 0) для

простого зв’язного рiвнобiчного графа, який складається з пiдпослiдовно-

стей {λk}∞k=1 =
p+g
∪
i=1

{λ(i)k }∞k=1 з асимптотикою√
λ
(i)
k =

2π(k − 1)

l
+ γi +O

(
1

k

)
для i = 1, 2, ..., p,

√
λ
(i+p)
k =

2πk

l
− γi +O

(
1

k

)
для i = 1, 2, ..., p,

та, якщо g > p,√
λ
(2p+i)
k =

πk

l
+O

(
1

k

)
для i = 1, 2, ..., q − p

де 0 < p ≤ 5, p ≤ g, γ ∈ R.

Тодi цей спектр однозначно визначає форму графа та довжину його

ребра.
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Доведення З теореми 5.4 статтi [23] випливає, що |λ(j)k − λ̃
(j)
k | ≤ C <

∞, де λ̃(j)k - власнi значення задачi (5.1)–(5.4) на тому ж графi з qj ≡ 0

для всiх j, тому присутнiсть потенцiалiв не впливає на перший i другий

члени асимптотики власних значень. За умов нашої теореми {λk}∞k=1 =
p+g
∪
i=1

{λ(i)k }∞k=1 - спектр задачi (5.1)–(5.4) на простому зв’язному графi, тому

спектр такої задачi з тотожньо нулевими потенцiалами на ребрах може

бути поданий, як об’єднання пiдпослiдовностей з асимптотикою√
λ̃
(i)
k =

2π(k − 1)

l
+ γi для i = 1, 2, ..., p,√

λ̃
(i+p)
k =

2πk

l
− γi для i = 1, 2, ..., p,

та, якщо g > p, √
λ̃
(2p+i)
k =

πk

l
для i = 1, 2, ..., g − p.

Всi можливi спектри задачi (5.1)–(5.4) на простих зв’язних графах з асим-

тотиками (5.6)–(5.8) описанi у [23], де γi = 1
l arccos αi, а {αi}pi=1 - власнi

значення вiдповiдних дискретних лапласiанiв. Вiдповiднi графи представ-

ленi на рис.3.

Таким чином, множина {αi}pi=1 та кiлькiсть ребер g однозначно визна-

чає форму графа, якщо p ≤ 5. Множину {αi}pi=1 та кiлькiсть ребер g, а

також довжину ребра l можна знайти з асiмптотики. □

Teoрема 5.4 (Teoрема 5.3 з [23]) Нехай T - дерево. Власнi значення

задачi (5.1)–(5.4) (r = 0) можна подати як об’єднання пiдпослiдовностей

{λk}∞k=1 =
2p−3
∪
i=1

{λ(i)k }∞k=1 з наступною асимптотикою√
λ
(i)
k =

k→∞

2π(k − 1)

l
+

1

l
arccosαi +O

(
1

k

)
для i = 2, 3, ..., p− 1, (5.9)

√
λ
(i+p−2)
k =

k→∞

2πk

l
− 1

l
arccosαi +O

(
1

k

)
для i = 2, 3, ..., p− 1, (5.10)√

λ
(1)
k =

k→∞

π(k − 1)

l
+O

(
1

k

)
(5.11)

Тут α1 = 1, α2, α3, ..., αp−1, αp = −1 - власнi значення дискретного

лапласiана Ã.
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Доведення наступної теореми повторює доведення Teoреми 5.3 з вiдпо-

вiдними змiнами.

Teoрема 5.5 Нехай спектр {λk}∞k=1 задачi (5.1)–(5.4) на простому

зв’язному рiвнобiчному графi складається з пiдпослiдовностей {λk}∞k=1 =
2p−3
∪
i=1

{λ(i)k }∞k=1 з асимптотикою

√
λ
(i)
k =

k→∞

2π(k − 1)

l
+ γi +O

(
1

k

)
для i = 2, 3, ..., p− 1,

√
λ
(i+p−2)
k =

k→∞

2πk

l
− γi +O

(
1

k

)
для i = 2, 3, ..., p− 1,√

λ
(1)
k =

k→∞

π(k − 1)

l
+O

(
1

k

)
з 0 < p ≤ 8.

Тодi цей граф - дерево, множина {αi}p−1
i=2 , де αi = cos γil, та довжена

ребра l, отримана з першого члена асимптотики, однозначно визначають

форму дерева.

Всi можливi спектри, що вiдповiдають деревам з кiлькiстю вершин p ∈
{6, 7, 8} cкладаються з пiдпослiдовностей (5.9)–(5.11), де γi = 1

l arccos αi,

а {αi}pi=1 - власнi значення вiдповiдного дискретного лапласiана, тобто ко-

ренi одного з многочленiв, наведених нижче. Вiдповiднi дерева показанi у

рисунках 4 та 5.

З доведення теореми 5.3 зрозумiло, що, дивлячись на першi два чле-

ни асимптотики, ми не можемо розрiзнити два графи, лише якщо кiль-

кiсть вершин однакова, кiлькiсть ребер однакова та множини {αk}pk=1 для

цих двох графiв збiгаються. Це означає, що характеристичний многочлен

det(zI − Ã), який вiдповiдає одному з графiв, є кратним характеристично-

му многочлену iншого. Усi простi зв’язнi графи, крiм дерев iз 6 вершинами,

показанi на рисунках 8-11.
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Рис. 8: Простi звязнi графи з шiстьома вершинами, котрi мають один цикл
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Рис. 9: Простi звязнi графи з шiстьома вершинами, котрi мають два цикли
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Рис. 10: Простi звязнi графи з шiстьома вершинами, котрi мають три цикли
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Рис. 11: Простi звязнi графи з шiстьома вершинами, котрi мають чотири

цикли
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Рис. 12: Простi звязнi графи з шiстьома вершинами, котрi мають пять

циклiв
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Рис. 13: Простi звязнi графи з шiстьома вершинами, котрi мають шiсть

циклiв
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Рис. 14: Простi звязнi графи з шiстьома вершинами, котрi мають сiм, вiсiм,

девять та десять циклiв
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Нижче наведено вiдповiднi визначники дискретних лапласiанiв

ϕ1 = 48z6 − 72z4 − 8z3 + 27z2 + 6z − 1,

ϕ2 = 36z6 − 49z4 − 6z3 + 15z2 + 4z,

ϕ3 = 32z6 − 44z4 − 4z3 + 15z2 + 2z − 1,

ϕ4 = 20z6 − 21z4 − 2z3 + 3z2,

ϕ5 = 36z6 − 52z4 − 4z3 + 19z2 + 2z − 1,

ϕ6 = 24z6 − 29z4 − 2z3 + 7z2,

ϕ7 = 27z6 − 36z4 − 2z3 + 12z2 − 1,

ϕ8 = 48z6 − 72z4 + 24z2,

ϕ9 = 32z6 − 40z4 + 8z2,

ϕ10 = 36z6 − 49z4 + 14z2 − 1,

ϕ11 = 36z6 − 49z4 − 6z3 + 15z2 + 4z,

ϕ11 = 36z6 − 48z4 + 12z2,

ϕ12 = 48z6 − 68z4 − 4z3 + 21z2 − z − 1,

ϕ13 = 64z6 − 96z4 − 36z2 − 4,

ϕ14 = 96z6 − 116z4 − 20z3 + 33z2 + 8z − 1,

ϕ15 = 80z6 − 88z4 − 16z3 + 21z2 + 4z − 1,

ϕ16 = 108z6 − 114z4 + 44z2 + 12z,

ϕ17 = 72z6 − 88z4 − 16z3 + 21z2 + 4z − 1,

ϕ18 = 96z6 − 124z4 − 16z3 + 36z2 + 8z,

ϕ19 = 64z6 − 68z4 − 8z3 + 12z2,

ϕ20 = 60z6 − 60z4 − 8z3 + 8z2,

ϕ21 = 72z6 − 83z4 − 10z3 + 20z2 + 2z − 1,

ϕ22 = 81z6 − 99z4 − 12z3 + 27z2 + 4z − 1,
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ϕ23 = 128z6 − 160z4 − 16z3 + 40z2 + 8z,

ϕ24 = 108z6 − 135z4 − 8z3 + 35z2,

ϕ25 = 96z6 − 112z4 − 8z3 + 25z2 − 1,

ϕ26 = 108z6 − 132z4 − 12z3 + 33z2 + 4z − 1,

ϕ27 = 144z6 − 184z4 + 41z2 − 1,

ϕ28 = 144z6 − 160z4 − 36z3 + 43z2 + 17z + 1,

ϕ29 = 288z6 − 308z4 − 24z3 + 44z2,

ϕ30 = 192z6 − 196z4 − 36z3 + 35z2 + 6z − 1,

ϕ31 = 216z6 − 228z4 − 24z3 + 36z2,

ϕ32 = 216z6 − 171z4 − 28z3 + 7z2,

ϕ33 = 324z6 − 360z4 + 36z2,

ϕ34 = 192z6 − 204z4 − 32z3 + 36z2 + 8z,

ϕ35 = 144z6 − 145z4 − 28z3 + 26z2 + 4z − 1,

ϕ36 = 288z6 − 312z4 − 48z3 + 68z2 + 8z − 4,

ϕ37 = 288z6 − 296z4 − 20z3 + 53z2 + 5z − 1,

ϕ38 = 160z6 − 148z4 − 24z3 + 12z2,

ϕ39 = 256z6 − 272z4 − 32z3 + 48z2,

ϕ40 = 243z6 − 270z4 − 36z3 + 51z2 + 12z,

ϕ41 = 216z6 − 237z4 − 42z3 + 51z2 + 12z,

ϕ42 = 324z6 − 360z4 − 72z3 + 84z2 + 24z,

ϕ43 = 240z6 − 252z4 − 56z3 + 53z2 + 16z,

ϕ44 = 135z6 − 126z4 − 28z3 + 15z2 + 4z,

ϕ45 = 180z6 − 176z4 − 32z3 + 27z2 + 2z − 1,

ϕ46 = 240z6 − 252z4 − 56z3 + 52z2 + 16z,
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ϕ47 = 256z6 − 256z4,

ϕ48 = 576z6 − 580z4 − 112z3 + 92z2 + 24z,

ϕ49 = 648z6 − 648z4 − 108z3 + 104z2 + 8z − 4,

ϕ50 = 400z6 − 336z4 − 64z3,

ϕ51 = 540z6 − 516z4 − 120z3 + 77z2 + 20z − 1,

ϕ52 = 729z6 − 729z4,

ϕ53 = 576z6 − 556z4 − 92z3 + 69z2 + 4z − 1,

ϕ54 = 384z6 − 360z4 − 84z3 + 48z2 + 12z,

ϕ55 = 729z6 − 729z4 − 108z3 + 108z2,

ϕ56 = 576z6 − 544z4 − 64z3 + 32z2,

ϕ57 = 512z6 − 480z4 − 112z3 + 72z2 + 12z − 4,

ϕ58 = 648z6 − 585z4 − 120z3 + 35z2 + 26z,

ϕ59 = 436z6 − 435z4 − 102z3 + 72z2 + 30z + 3,

ϕ60 = 576z6 − 564z4 − 144z3 + 93z2 + 36z + 3,

ϕ61 = 576z6 − 564z4 − 84z3 + 60z2 + 12z,

ϕ62 = 648z6 − 639z4 − 72z3 + 63z2,

ϕ63 = 432z6 − 411z4 − 84z3 + 51z2 + 12z,

ϕ64 = 480z6 − 440z4 − 96z3 + 48z2 + 8z,

ϕ65 = 405z6 − 369z4 − 72z3 + 36z2,

ϕ66 = 360z6 − 319z4 − 78z3 + 32z2 + 6z − 1,

ϕ67 = 900z6 − 736z4 − 200z3 + 28z2 + 8z,

ϕ68 = 1215z6 − 1080z4 − 270z3 + 120z2 + 20z − 5,

ϕ69 = 1296z6 − 1152z4 − 288z3 + 112z2 + 32z,

ϕ70 = 720z6 − 597z4 − 222z3 + 15z2 + 9z,
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ϕ71 = 1152z6 − 1008z4 − 192z3 + 48z2,

ϕ72 = 1296z6 − 1161z4 − 162z3 + 27z2,

ϕ73 = 1152z6 − 1032z4 − 228z3 + 91z2 + 18z − 1,

ϕ74 = 1152z6 − 1016z4 − 268z3 + 104z2 + 28z,

ϕ75 = 960z6 − 812z4 − 224z3 + 63z2 + 14z − 1,

ϕ76 = 1296z6 − 1161z4 − 252z3 + 106z2 + 12z − 1,

ϕ77 = 1080z6 − 933z4 − 222z3 + 63z2 + 12z,

ϕ78 = 768z6 − 672z4 − 192z3 + 63z2 + 30z + 3,

ϕ79 = 1024z6 − 896z4 − 252z3 + 84z2 + 40z + 4,

ϕ80 = 1280z6 − 992z4 − 352z3 + 33z2 + 28z + 3,

ϕ81 = 2048z6 − 1664z4 − 448z3 + 48z2 + 16z,

ϕ82 = 2304z6 − 1872z4 − 528z3 + 80z2 + 16z,

ϕ83 = 2304z6 − 1888z4 − 480z3 + 53z2 + 12z − 1,

ϕ84 = 2160z6 − 1743z4 − 528z3 + 83z2 + 28z,

ϕ85 = 1800z6 − 1392z4 − 444z3 + 24z2 + 12z,

ϕ86 = 2025z6 − 1611z4 − 576z3 + 91z2 + 64z + 7,

ϕ87 = 2160z6 − 1728z4 − 432z3,

ϕ88 = 1920z6 − 1528z4 − 508z3 + 73z2 + 40z + 3,

ϕ89 = 3600z6 − 2649z4 − 996z3 + 6z2 + 36z + 3,

ϕ90 = 3200z6 − 2328z4 − 900z3 − 12z2 + 36z + 4,

ϕ91 = 3840z6 − 2864z4 − 976z3 + 16z2 + 16z,

ϕ92 = 4096z6 − 3072z4 − 1024z3,

ϕ93 = 3375z6 − 2430z4 − 864z3 − 81z2,

ϕ94 = 6400z6 − 4416z4 − 1792z3 − 192z2,
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ϕ95 = 6000z6 − 4095z4 − 1746z3 − 180z2 + 18z + 3,

ϕ96 = 1000z6 − 6400z4 − 3040z3 − 528z2 − 32z,

ϕ97 = 15625z6 − 9375z4 − 5000z3 − 1125z2 − 120z − 5,

З довелення теорем 4.2 та 4.4 випливає, що знаючи перший i другий

члени асимптотики ми не можемо розрiзнити два графа, тiльки якщо кiль-

кiсть вершин у цих графах однакова, кiлькiсть ребер однакова та множини

{αk}pk=1, вiдповiднi цим графам однаковi. Останнє означає, що характери-

стичний многочлен det(zI − Ã), вiдповiдаючий одному з цих графiв дорiв-

нює многочлену, вiдповiдаючому другому графу (можливо, помноженому

на ненульову сталу). Порiвнюючи цi данi для всiх неiзоморфних простих

зв’язних графiв з 6 вершинами (всi цi графи можна побачити вище) ми

приходимо до висновку, що едина пара коспектральних графiв з 6 верши-

нами з однаковою кiлькiстю ребер та з однаковими наборами {αi}6i=1 - це

графи, зображенi на рис. 3. Набiр {αi}6i=1 є множиною коренiв многочлена

заданого рiвнянням (5.15) (див. нижче). Таким чином, отримуємо наступну

теорему.

Teoрема 5.6 1. Нехай спектр {λk}∞k=1 задачi (5.1)–(5.4) для простого

зв’язного рiвнобiчного графа складається з пiдпослiдовностей: {λk}∞k=1 =
16
∪
i=1

{λ(i)k }∞k=1, якi мають асимптотику

√
λ
(i)
k =

k→∞

2π(k − 1)

l
+ γi +O

(
1

k

)
для i = 1, 2, ..., 6, (5.12)

√
λ
(i+6)
k =

k→∞

2πk

l
− γi +O

(
1

k

)
для i = 1, 2, ..., 6, (5.13)√

λ
(12+i)
k =

k→∞

πk

l
+O

(
1

k

)
для i = 1, 2, 3, 4. (5.14)

де набiр {αi}6i=1 = {cos γil}6i=1 не спiвпадає з множиною коренiв многочле-

ну

PG,G(z) = 256z6−224z4−64z3+21z2+10z+1 = (z−1)(4z+1)3(4z2+z−1).

(5.15)
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Тодi асимптотика (5.12)–(5.14) однозначно визначає форму графа.

2. Два неiзоморфних графа, зображенi на рис. 6 мають однаковi пер-

ший i другий члени асимптотики (5.12)–(5.14) i однаковий характери-

стичний многочлен (5.15). Отже, в цьому випадку перший i другий члени

асимптотики власних значень не визначають однозначно форму графа.

5.5 Спектральна задача з крайовими умовами Дiрiхле

на висячих вершинах

В цьому роздiлi ми розглядаємо спектральну задачу (5.1)–(5.3), (5.5) (r =

ppen), тобто задачу Штурма-Лiувiлля з умовами Дiрiхле на висячих верши-

нах. Ребро, iнцидентне висячiй вершинi, назвемо листом, а пiдграф, отри-

маний видаленням висячих вершин разом з iнцидентними листами, внутрi-

шнiм пiдграфом. Вочевидь, ми не можемо в загальному випадку очiкувати

єдиностi графа, що вiдповiдає заданому спектру задачi (5.1)–(5.3), (5.5).

Але у випадку, коли такий граф не єдиний, ми можемо отримати iнформа-

цiю щодо форми внутрiшнього пiдграфа. Нижче ми розглянемо конкретнi

випадки задачi (5.1)–(5.3), (5.5).

1. Граф подвiйна зiрка

Розглянемо граф, зображений на рис. 15.

Teoрема 5.7 Нехай степенi внутрiшнiх вершин m та n графа рисунку

5 задовольняють нерiвностям m ≥ 1, n ≥ 1 та mn > 1. Тодi спектр

задачi (5.1)–(5.3), (5.5) на цьому графi складається з пiдпослiдовностей з

асимптотикою√
λ
(1)
k =

k→∞

2π(k − 1)

l
+

1

l
arccos

1√
mn

+O

(
1

k

)
для k ∈ N,

√
λ
(2)
k =

k→∞

2πk

l
− 1

l
arccos

1√
mn

+O

(
1

k

)
для k ∈ N,√

λ
(3)
k =

k→∞

(2k − 1)π

l
+

1

l
arccos

1√
mn

+O

(
1

k

)
для k ∈ N,√

λ
(4)
k =

k→∞

(2k − 1)π

l
− 1

l
arccos

1√
mn

+O

(
1

k

)
для k ∈ N,
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√
λ
(i)
k =

k→∞

πk

l
+O

(
1

k

)
для i = 5, 6, ...,m+ n+ 1 та k ∈ N.

Рис. 15: Граф подвiйна зiрка. х означає умову Дiрiхле

Доведення В цьому випадку внутрiшнiй пiдграф це P2, матриця D̂G =

diag{m,n},

Â =

(
0 1

1 0

)
,

та PG,Ĝ = 1 − mnz2. Отже, α1 = − 1√
mn

та α2 = 1√
mn

. Використовуючи

тeoрему 5.1, отримуємо

ϕD(λ) = sm+n−3(
√
λl)(1−mnc2(

√
λl)).

Використовуючи вiдомi формули (див. [62])

s(λ, l) =
|λ|→∞

sin
√
λl√
λ

+O

(
e|Im

√
λl|

|λ|

)
, c(λ, l) =

|λ|→∞
cos

√
λl +O

(
e|Im

√
λl|

|
√
λ|

)
,

отримуємо твердження теореми □

Тепер з’ясуємо, яку iнформацiю про форму графу можна отримати з

асимптотики власних значень в цьому випадку.

Teoрема 5.8 Нехай спектр задачi (5.1)–(5.3), (5.5) на простому

зв’язному рiвнобiчному графi складається з пiдпослiдовностей з асимпто-

тикою √
λ
(1)
k =

k→∞

2π(k − 1)

l
+ γ +O

(
1

k

)
для k ∈ N,
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√
λ
(2)
k =

k→∞

2πk

l
− γ +O

(
1

k

)
для k ∈ N,√

λ
(3)
k =

k→∞

(2k − 1)π

l
+ γ +O

(
1

k

)
для k ∈ N,√

λ
(4)
k =

k→∞

(2k − 1)π

l
− γ +O

(
1

k

)
для k ∈ N,√

λ
(i)
k =

k→∞

πk

l
+O

(
1

k

)
для i = 5, 6, ..., s та k ∈ N.

Тодi ця асимптотика однозначно визначає форму графа як подвiйної

зiрки з кiлькiстями листiв iнцидентних з внутрiшними вершинами m−1

та n− 1 (див. рис. 15), де натуральнi числа m i n становлять розв’язок

системи рiвнянь

m+ n = s− 1, mn = (cos γl)−2. (5.16)

Ця система рiвнянь має 2 розв’язки, котрi вiдповiдають iзоморфним гра-

фам.

Доведення За теоремою 5.4 з [17] ми отримуємо, що |λ(j)k − λ̃
(j)
k | ≤

C < ∞, де λ̃
(j)
k - власнi значення задачi (5.1)–(5.3), (5.5) на тому ж

графi з qj ≡ 0 для всiх j, i тому присутнiсть потенцiалiв не впливає

на перший i другий члени асимптотики. Отже, за умов теореми спектр

{λ̃k}∞k=1 =
m+n+1
∪
i=1

{λ̃(i)k }∞k=1 задачi (5.1)–(5.3), (5.5) на простому зв’язному

графi з тотожньо нульовими потенцiалами на ребрах можна подати як

об’єднання пiдпослiдовностей з асимптотикою

√
λ̃
(1)
k =

2π(k − 1)

l
+

1

l
arccos

1√
mn

для k ∈ N,√
λ̃
(2)
k =

2πk

l
− 1

l
arccos

1√
mn

для k ∈ N,√
λ̃
(3)
k =

(2k − 1)π

l
+

1

l
arccos

1√
mn

для k ∈ N,√
λ̃
(4)
k =

(2k − 1)π

l
− 1

l
arccos

1√
mn

для k ∈ N,√
λ̃
(i)
k =

πk

l
для i = 5, 6, ...,m+ n+ 1 та k ∈ N.
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Множина
m+n+1
∪
i=1

{λ̃(i)k }∞k=1 є спектром задачi (5.1)–(5.3), (5.5) на графi по-

двiйної зiрки, зображеному на рис. 15 з тотожньо нульовими потенцiалами

на ребрах.

Система (5.16) має два розв’язки, але вони вiдповiдають iзоморфним

графам, в яких n та m помiняли мiсцями □

Нижче ми покажемо, що, якщо граф бiльш складний, то асимптотика

задачi (5.1)–(5.3), (5.5) в деяких випадках не визначає форму графа.

2. Гусеничне дерево

Розглянемо граф рисунку 16.

Teoрема 5.9 Спектр задачi (5.1)–(5.3), (5.5) на графi рисунку 16

можна подати, як об’єднання пiдпослiдовностей, якi мають наступну

асимптотику√
λ
(1)
k =

k→∞

2π(k − 1)

l
+ γ +O

(
1

k

)
для k ∈ N, (5.17)

√
λ
(2)
k =

k→∞

2πk

l
− γ +O

(
1

k

)
для k ∈ N, (5.18)√

λ
(3)
k =

k→∞

(2k − 1)π

l
+ γ +O

(
1

k

)
для k ∈ N, (5.19)√

λ
(4)
k =

k→∞

(2k − 1)π

l
− γ +O

(
1

k

)
для k ∈ N, (5.20)√

λ
(5)
k =

k→∞

(k − 1/2)π

l
+O

(
1

k

)
для k ∈ N, (5.21)√

λ
(i)
k =

k→∞

πk

l
+O

(
1

k

)
k ∈ N, i = 6, 7, ..., s (5.22)

де

γ :=
1

l
arccos

√
m1 +m3

m1m2m3
, s = m1 +m2 +m3

та mi (i = 1, 2, 3) степенi внутрiшнiх вершин v1, v2, v3, вiдповiдно.

Доведення В цьому випадку внутрiшнiй пiдграф - це P3,

D̂G = diag{m1,m2,m3},
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Рис. 16: Граф - гусениця.

Â =


0 1 0

1 0 1

0 1 0

 ,

та PG,Ĝ = (m1+m3)z−m1m2m3z
3. Отже, коренi цього многочлена це α1 =

−
√

m1+m3

m1m2m3
, α2 = 0 та α3 =

√
m1+m3

m1m2m3
. З теореми 5.4 статтi [23] випливає,

що |λ(j)k − λ̃(j)k | ≤ C <∞, де λ̃(j)k - власнi значення задачi (5.1)–(5.4) на тому

ж графi з qj ≡ 0 для всiх j, тому присутнiсть потенцiалiв не впливає на

перший i другий члени асимптотики власних значень.□

Розглянемо обернену теорему.

Teoрема 5.10 Нехай спектр задачi (5.1)–(5.3), (5.5) на простому

зв’язному рiвнобiчному графi складається з пiдпослiдовностей з асимпто-

рикою (5.17)–(5.22).

Тодi граф є графом рис. 16 з внутрiшнiм пiдграфом P3 i з числами

листiв iнцидентних з внутрiшнiми вершинами m1 − 1, m2 − 2, m3 − 1,

де трiйка m1 ≥ 1, m2 ≥ 2, m3 ≥ 1 є розв’язок системи

m1 +m2 +m3 = s, (5.23)

m1 +m3

m1m2m3
= cos2 γl (5.24)

у натуральних числах.
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Доведення Доведення повторює з вiдповiдними змiнами доведення те-

ореми 5.2 □

Зауваження 1. В деяких випадках граф, що вiдповiдає заданому γ у

(5.17)–(5.22), яке отримане з асимптотики, i заданiй кiлькостi ребер (m1 +

m2+m3−2), єдиний. Наприклад, якщо кiлькiсть ребер m1+m2+m3−2 = 5

i γ = 5
12 , то граф має форму, показану на рис. 17.

Рис. 17: Граф, що вiдповiдає γ = 1
l arccos

√
5
12 з кiлькiстю ребер 5.

2. Якщо кiлькiсть ребер m1+m2+m3−2 = 18, а γ = 1
16 , то iснують два

коспектральнi графи, зображенi на рис. 18, що вiдповiдають m1 = m3 = 8,

m2 = 4 та m1 = m3 = 2, m2 = 16, вiдповiдно.

Рис. 18: Граф, що вiдповiдає γ = 1
l arccos

1
4 з кiлькiстю ребер 18.

3. Граф декорованого трикутника

Графом декорованого трикутника ми називаємо граф зображений на

рис. 19.

81



Teoрема 5.11 Спектр задачi (5.1)–(5.3), (5.5) для графа рис. 19 скла-

дається з пiдпослiдовностей, якi мають наступну асимптотику:√
λ
(i)
k =

k→∞

2π(k − 1)

l
+ γi +O

(
1

k

)
для k ∈ N i = 1, 2, 3 (5.25)

√
λ
(i)
k =

k→∞

2πk

l
− γi +O

(
1

k

)
для k ∈ N i = 4, 5, 6 (5.26)√

λ
(i)
k =

k→∞

2πk

l
+O

(
1

k

)
для k ∈ N i = 7, 8, ..., s, (5.27)

де s = m1 +m2 +m3, числа mi - степенi внутрiшнiх вершин графа, γi :=
1
l arccos τi (i = 1, 2, 3), а τi - це коренi многочлена

PG,Ĝ(z) = m1m2m3z
3 − sz − 2.

Рис. 19: Декорований граф K3

Доведення Внутрiшнiй пiдграф в цьму випадку є C3, матриця степенiв

D̂G = diag{m1,m2,m3},

Â =


0 1 1

1 0 1

1 1 0

 ,

та PG,Ĝ(z) = 2 + (m1 +m2 +m3)z −m1m2m3z
3. Для закiнчення доведення

досить застосувати теорему 4.2 □
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Розглянемо тепер обернену теорему.

Teoрема 5.12 Нехай спектр задачi (5.1)–(5.3), (5.5) на простому

зв’язному рiвнобiчному графi складається з пiдпослiдовностей з асимпто-

тикою (5.25)–(5.27).

Тодi цей граф є графом декорованого трикутника (внутрiшнiй пiдграф

- це C3). Степенi внутрiшнiх вершин m1, m2, m3 утворюють розв’язок

системи рiвнянь

m1m2m3 =
2

γ1γ2γ3
(5.28)

m1 +m2 +m3 = s. (5.29)

Доведення Доведення цiєї теореми повторює з вiдповiдними змiнами

доведення теореми 5.2 □

Зауваження Розв’язок системи (5.28), (5.29) єдиний у випадку s = 9

та γ1γ2γ3 = 2
27 . В цьому випадку асимптотика (5.25) – (5.27) однозначно

визначає форму графа. В цьому випадку кожна внутрiшня вершина має

один iнцидентний лист. У випадку, де s = 10 та γ1γ2γ3 = 1
18 розв’язок си-

стеми (5.28), (5.29) не єдиний, але цi розв’язки приводять до iзоморфних

графiв. Таким чином в цьому випадку також асимптотика спектра одно-

значно визначає форму графа. Однак, у випадку з s = 14 та γ1γ2γ3 = 1
36

система (5.28), (5.29) має розв’язки m1 = m2 = 3, m3 = 8 та m1 = m2 = 6,

m3 = 2, якi вiдповiдають неiзоморфним графам зображеним на рис. 20.

5.6 Висновки до роздiлу 5

У цьому роздiлi розглянута обернена задача знаходження форми графу за

спектром задачi Штурма-Лiувiлля з умовами Дiрiхле на висячих вершинах.

Показано, що в деяких випадках спектр задачi однозначно визначає форму

графу, але в iнших випадках не визначає, тобто iснують коспектральнi

графи.
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Рис. 20: Неiзоморфнi графи з однаковими першим i другим членами асим-

птотики власних значень задачi Штурма-Лiувiлля з умовами Дiрiхле на

висячих вершинах.

6 Загальнi висновки

Отриманi в дисертацiї результати є новими i стосуються прямої i оберненої

спектральних задач, породжених рiвнянням Штурма-Лiувiлля на областя,

що є метричними графами. Дисертацiйна робота мiстить такi результати:

1. Розвязана пряма задача про три спектри, тобто задача опису спе-

ктрiв трьох крайових задач, породжених рiвнянням Штурма-Лiувiлля на

сегментi [0, a]-перша, на сегментi [0, a/2]-друга та сегментi [a/2, a]-третя.

Знайденi асимптотики цих трьох задач i доведено, що власнi значення пер-

шої задачi чергуються з елементами обєднання спектрiв другої та третьої

задач.

2. Розвязана обернена задача Штурма-Лiувiлля за трьома спектра-

ми, тобто знаходження потенцiалу рiвняння Штурма-Лiувiлля, виходячи

з трьох вищезгаданих спектрiв. Доведено, що, якщо власнi значення пер-

шої задачi строго чергуються з елементами обєднання спектрiв другої та

третьої задач, то розвязок оберненої задачi є єдиним.

3. Запропоновано метод побудови потенцiалу рiвняння Штурма-
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Лiувiлля виходячи з трьох вищезгаданих спектрiв.

4. Показано, що iснує "амбарцумянiвський"випадок у якому для зна-

ходження потенцiалу Штурма-Лiувiлля достатньо знати лише два з трьох

вищезгаданих спектрiв та перше власне значення третього спектру.

5. Розглянута обернена задача Штурма-Лiувiлля у такiй постановцi:

вiдомий спетр задачi Штурма-Лiувiлля на простому рiнобiчному метри-

чному графi, треба знайти форму графу. Для розвязання такої оберненої

задачi детально вивчена асимптотика власних значень i показано, що го-

ловний член асимптотики залежить тiльки вiд загальної кiлькостi ребер та

довжини ребра. Показано також, що послiдовнiсть власних значень є обєд-

нанням певних пiдпослiдовностей, для яких в роботi знайденi другi члени

асимптотики.Доведено, що коефiцiєнти других членiв залежить виключно

вiд форми графу та не залежать вiд потенцiалiв на ребрах (у припущеннi,

що всi потенцiали на ребрах дiйснi i належать до простору L2(0, l)). Всi кое-

фiцiєнти взаємнооднозначно повязанi з власними значеннями дискретного

(в iнших термiнах нормованого) лапласiана.

6. Доведено, що всi простi рiвнобiчнi графи можуть бути коспе-

ктральними (неiзоморфними i маючими однаковий спектр задачi Штурма-

Лiувiлля) тiльки, якщо вони мають однакову кiлькiсть ребер та однаковi

спектри дискретних лапласiанiв.

7. Знайденi характеристичнi многочлени дискретних лапласiанiв у всiх

простих звязних графiв з кiлькiстю вершин, що не перевищує п’яти. По-

рiвняння цих многочленiв показало, що серед них немає двох з однаковою

множиною власних значень. Цим доведено, що не iснує коспектральних

графiв серед простих звязних рiвнобiчних графiв з кiлькiстю вершин, що

не перевищує п’яти. Таким чином, показано, що, якщо кiлькiсть вершин у

простому звязному графi не перевищує пяти, то спектр задачi однозначно

визначає форму графу.

8. Випадок, коли граф є деревом розглянутий окремо. Показано, що

якщо кiлькiсть вершин у деревi не перевищує восьми то спектр задачi

Штурма-Лiувiлля однозначно визначає форму графа, тобто не iснують ко-
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спектральнi рiвнобiчнi дерева з кiлькiстю вершин, що не перевищує восьми.

9. Вiдомо, що iснують коспектральнi простi звязнi рiвнобiчнi графи з шi-

стьма вершинами та рiвнобiчнi дерева з девятьма вершинами. Отже, отри-

манi в дисертацiйнiй роботi доповнюють вiдомi результати.

10. Розглянута обернена задача знаходження форми графу за спектром

задачi Штурма-Лiувiлля з умовами Дiрiхле на висячих вершинах. Для її

розвязання знайденi асимптотики власних значень. Показано, що i в цьому

випадку послiдовнiсть власних значень можна представити як об’єднання

пiдпослiдностей, другi члени асимптотики, яких взаємно-однозначно по-

вязанi з власними значеннями так званого модифiкованого дискретного

лапласiану. Показано, що в деяких випадках спектр задачi однозначно ви-

значає форму графу, але в iнших випадках не визначає, тобто iснують

коспектральнi графи.
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[44] M.Horváth, On a theorem of Ambarzumyan, Proc. Roy. Soc. Edinb. A 131

(2001), 899–907.

[45] R. O. Hryniv, Ya. V. Mykytyuk, Inverse spectral problems for Sturm–

Liouville operators with singular potentials. Part III: Reconstruction by

three spectra, J. Math. Anal. Appl., 284, no.2, (2003), 626–646.

[46] M. Kac, Can one hear the shape of a drum?, Amer. Math. Monthly 73,II,

(1966), 1-8.

[47] M. Kiss,An n-dimensional Ambarzumyan type theorem for Dirac

operators, Inverse Problems 20 (2004), 1593–1597.

[48] M. Kiss, Spectral determinants and an Ambarzumian type theorem on

graphs. arXiv:1610.0097v2 [math.SP] 1 Mar 2017.

[49] M. Kiss, Spectral determinants and an Ambarzumian type theorem on

graphs. Integral Equations and Operator Theory, Vol. 92, art. no.24 (2020).

90



[50] M. Kiss, Spectral determinants and an Ambarzumian type theorem on

graphs, Integr. Equ.Oper. Theory. ...(2020).

[51] P. Kuchment, Spectral Geometry on Graphs. Birkhauser-Springer, 2024.

[52] P. Kurasov,Spectral Geometry of Graphs, Oper. Theory: Adv., Appl., Vol.
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