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Навчальний матеріал, пов'язаний з розв’язанням рівнянь і нерівностей, являє 

собою значну частину шкільного курсу математики, а його вивчення в сучасній 
методиці навчання математики виділено в окрему змістову лінію.  Вивчення 
даного програмного матеріалу дає можливість сформувати у учнів уявлення про 
рівняння як про математичний апарат розв’язування різноманітних завдань з 
математики, суміжних галузей знань та практичної діяльності людини;  
опанувати основні прийоми розв’язання різних типів рівнянь, а також 
розв’язувати текстові задачі за допомогою рівнянь. 

Тема «Ірраціональні рівняння» є достатньо складною, але, безумовно, і дуже 
важливою для розвитку всіх видів мислення учнів та їх розумового виховання. 
Наразі в шкільному курсі математики в основному розроблено методику 
вивчення основних методів розв’язання ірраціональних рівнянь -  піднесення 
обох частин рівняння до одного степеня та заміни змінної.  В той же час існує 
широке коло ірраціональних рівнянь, розв’язання яких за допомогою 
стандартних методів або дуже громіздке, або взагалі неможливе. Застосування ж 
нестандартних, комбінованих і штучних методів розв’язання ірраціональних 
рівнянь недостатньо ґрунтовно опрацьовано в навчально-методичній літературі.  
Таким чином, актуальність нашого дослідження обумовлена вимогами 
суспільства до оволодіння учнями не тільки знаннями, а й практичними 
навичками щодо розв’язування різних типів ірраціональних рівнянь, а також до 
формування ґрунтовної математичної підготовки випускників старшої школи в 
форматі компетентнісного підходу, що цілком відповідає сучасним світовим 
тенденціям. 

Питанню навчання учнів розв’язування ірраціональних рівнянь і формування 
відповідних розумових прийомів присвячені роботи З.І. Слєпкань, Г.П. Бевза, 
Я.Г. Грудьонова, Є.П. Неліна, Д.Т. Белешка. 

Для навчання учнів нетрадиційним прийомам розв’язування ірраціональних 
рівнянь доцільно порівнювати застосування різних методів на прикладі одного й 
того самого рівняння та використовувати навчальні серії  рівнянь зі зростаючим 

mailto:olhatunitowska@gmail.com
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рівнем складності. Такі завдання розробляються вчителем з урахуванням 
загальної математичної підготовленості учнів. Так, в більш слабких класах 
можна обмежитись вивченням методу відокремлення радикала, графічного 
метода, комбінованих методів послідовного піднесення до одного степеня обох 
частин рівняння та введення нових змінних, штучних методах, заснованих на 
застосуванні монотонності і обмеженості функцій, множення на допоміжну 
функцію тощо. Саме такий підхід застосовано в сучасних підручниках з алгебри 
і початків аналізу профільного рівня [1]. 

Приклад. Розв’язати рівняння √𝟖𝟖𝟖𝟖 + 𝟒𝟒𝟑𝟑 − √𝟖𝟖𝟖𝟖 − 𝟒𝟒𝟑𝟑 = 𝟐𝟐 
Розв’язування. 

Розв’яжемо дане рівняння двома комбінованими методами: введення нової 
змінної та послідовного піднесення до одного степеня.  

Метод введення нової змінної Метод послідовного піднесення до 
одного степеня обох частин рівняння 

Нехай 𝑡𝑡 = √8𝑥𝑥 + 43   
𝑡𝑡3 = 8𝑥𝑥 + 4 ⟹ 8𝑥𝑥 − 4 = 𝑡𝑡3 − 8 
𝑡𝑡 − �𝑡𝑡3 − 83 = 2, �𝑡𝑡3 − 83 = 𝑡𝑡 − 2  
𝑡𝑡3 − 8 = (𝑡𝑡 − 2)3 
𝑡𝑡3 − 8 = 𝑡𝑡3 − 6𝑡𝑡 + 12𝑡𝑡 − 8 
6𝑡𝑡2 − 12𝑡𝑡 = 0 
𝑡𝑡 = 0 або  𝑡𝑡 = 2 

�
√8𝑥𝑥 + 43 = 0,
√8𝑥𝑥 + 43 = 2;

   �
8𝑥𝑥 + 4 = 0,
8𝑥𝑥 + 4 = 8;

     �
𝑥𝑥1 = −1

2
  𝑥𝑥2 = 1

2 .
 

Піднесемо до кубу 
�√8𝑥𝑥 + 43 − √8𝑥𝑥 − 43 �

3
= 8 

8𝑥𝑥 + 4 − 8𝑥𝑥 + 4 + 3√8𝑥𝑥 + 43 ∙ √8𝑥𝑥 − 43 ∙ 
∙ �√8𝑥𝑥 + 43 − √8𝑥𝑥 − 43 � = 8 
8 + 3√8𝑥𝑥 + 43 ∙ √8𝑥𝑥 − 43 ∙ 2 = 8 
√8𝑥𝑥 + 43 ∙ √8𝑥𝑥 − 43 = 0 

�
√8𝑥𝑥 + 43 = 0,
√8𝑥𝑥 + 43 = 2;

   �
8𝑥𝑥 + 4 = 0,
8𝑥𝑥 + 4 = 8;

    �
𝑥𝑥1 = −1

2
  𝑥𝑥2 = 1

2 .
 

Перевіркою переконуємось, що 𝑥𝑥1 = − 1
2

,𝑥𝑥2 = 1
2
 є коренями вихідного 

рівняння. 
Відповідь: −1

2
, 1
2
 

В класах з поглибленим вивченням математики з 8-го класу, на 
факультативних заняттях та при підготовці до олімпіад з математики 
старшокласників доцільно ознайомити з використанням більш складних 
комбінованих та штучних методів розв’язання ірраціональних рівнянь [2], 
зокрема,  з методами, що базуються на використанні поняття вектора та 
чисельних нерівностей. 

Приклад. Розв’язати рівняння 𝒙𝒙√𝒙𝒙 + 𝟏𝟏 + √𝟑𝟑 − 𝒙𝒙 = 𝟐𝟐√𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟏𝟏 
Розв’язування. 

Метод з застосуванням чисельних нерівностей.  
Загальна ідея методу полягає в такому перетворенню рівняння, щоб до нього 

можна було застосувати одну з чисельних нерівностей, і в знаходженні таких 
значень невідомої, за яких нерівність перетворюється на рівність. В даному 
випадку використаємо відомої в математиці чисельну нерівность Коші-
Буняковського: для довільних x1, x2,…, xn і y1, y2,…, yn  має місце  
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(𝑥𝑥1𝑦𝑦1 + 𝑥𝑥2𝑦𝑦2+. . . +𝑥𝑥𝑛𝑛𝑦𝑦𝑛𝑛)2 ≤ (𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22+. . . +𝑥𝑥𝑛𝑛2)(𝑦𝑦12 + 𝑦𝑦22+. . . +𝑦𝑦𝑛𝑛2), де 𝑛𝑛 ≥ 2. 
Рівність досягається в тому і тільки в тому випадку, коли числа xk i yk 

пропорційні, тобто існує константа а (а ≠ 0) така, що для всіх k = 1, 2,…, n 
виконується рівність xk = k yk. 

Застосуємо нерівність Коші-Буняковського до лівої частини рівняння. Тоді  
�𝑥𝑥√𝑥𝑥 + 1 + √3 − 𝑥𝑥�

2
≤ (𝑥𝑥2 + 1) ∙ (𝑥𝑥 + 1 + 3 − 𝑥𝑥) = 4(𝑥𝑥2 + 1). 

Звідси 𝑥𝑥√𝑥𝑥 + 1 + √3 − 𝑥𝑥 ≤ 2√𝑥𝑥2 + 1. Якщо отриману нерівність порівняти з 
вихідним рівнянням, то видно, що застосована  нерівність Коші-Буняковського 
перетворюється на рівність. А це можливе тільки в тому випадку, коли 
виконується рівність 𝑥𝑥

1
= √𝑥𝑥+1

√3−𝑥𝑥
.  Звідси витікає, що 0 < 𝑥𝑥 < 3.  Далі, після 

піднесення до квадрату обох частин рівняння  𝑥𝑥√3 − 𝑥𝑥 = √𝑥𝑥 + 1 отримуємо 
𝑥𝑥3 − 3𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 1 = 0. 

Перший корінь рівняння 𝑥𝑥1 = 1 легко знайти підбором. Оскільки  
𝑥𝑥3 − 3𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 1 = (𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 1), то інші корені рівняння 𝑥𝑥2,3 = 1 ±

√2.  
Але    0 < 𝑥𝑥 < 3,  тому вихідне рівняння матиме тільки два корені 𝑥𝑥1 = 1      і 

 𝑥𝑥2 = 1 + √2. 
Метод з застосуванням поняття вектора. 
В курсі математики застосуванню векторів приділяється не надто багато 

уваги. Частково це пов’язано з вимогою достатньо нестандартних роздумів 
учнів. Тим не менш, використання властивостей векторів дають змогу ефективно 
розв’язувати складні рівняння. 

Розглянемо два вектори 𝑎𝑎�(𝑥𝑥; 1) і 𝑏𝑏��√𝑥𝑥 + 1;√3 − 𝑥𝑥�. Тоді |𝑎𝑎�| = √𝑥𝑥2 + 1,  
�𝑏𝑏�� = �(𝑥𝑥 + 1) + (3 − 𝑥𝑥) = 2 і, згідно з властивостями скалярного добутку 
векторів 𝑎𝑎� ∘ 𝑏𝑏� =  𝑥𝑥√𝑥𝑥 + 1 + √3 − 𝑥𝑥. 

Приймаючи до уваги вихідне рівняння, отримуємо рівність 𝑎𝑎� ∘ 𝑏𝑏� = |𝑎𝑎�| ∙ �𝑏𝑏��, 
наявність якої свідчить про те, що вектори 𝑎𝑎� і 𝑏𝑏�  колінеарні. Отже, має місце 
рівняння 

𝑥𝑥
√𝑥𝑥 + 1

=
1

√3 − 𝑥𝑥
 

Звідси випливає, що  0 < 𝑥𝑥 < 3.  Якщо піднести до квадрату обидві частини 
рівняння, то отримаємо рівняння 𝑥𝑥3 − 3𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 1 = 0, яке має три корені: 𝑥𝑥1 =
1,  𝑥𝑥2,3 = 1 ± √2. Оскільки 0 < 𝑥𝑥 < 3, то коренями вихідного рівняння є 𝑥𝑥1 =
1 і 𝑥𝑥2 = 1 + √2. 

Відповідь: 1; 1 + √2. 
Можна запитати учнів, який метод розв’язування ірраціональних рівнянь є 

більш зручним, зрозумілим, коротким, якому методу саме вони надають перевагу 
і чому.  

Цікавою є комбінація векторного і функціонального підходу до 
розв’язування ірраціональних рівнянь. 
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 Приклад. Розв’язати рівняння  𝟐𝟐√𝒙𝒙 − 𝟏𝟏 + 𝟓𝟓𝒙𝒙 = �(𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟒𝟒)(𝒙𝒙 + 𝟐𝟐𝟐𝟐) 
Розв’язування. 

ОДЗ: 𝑥𝑥 > 1. 
Нехай 𝑎𝑎�(2; 𝑥𝑥) і 𝑏𝑏��√𝑥𝑥 − 1; 5�. Тоді    𝑎𝑎� ∘ 𝑏𝑏� = 2√𝑥𝑥 − 1 + 5𝑥𝑥     𝑖𝑖     |𝑎𝑎�| ∙ �𝑏𝑏�� ==

�(𝑥𝑥2 + 4)(𝑥𝑥 + 24). Отже, вихідне рівняння є рівністю 𝑎𝑎� ∘ 𝑏𝑏� = |𝑎𝑎�| ∙ �𝑏𝑏��, а це 
означає,  що вектори 𝑎𝑎� і 𝑏𝑏�  колінеарні, тобто має місце рівняння 

2
√𝑥𝑥 − 1

=
𝑥𝑥
5

. 

Позначимо 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2
√𝑥𝑥−1

 і 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥
5
.   Функція 𝑓𝑓(𝑥𝑥) є неперервною і спадною 

при 𝑥𝑥 > 1, а функція 𝑔𝑔(𝑥𝑥)  неперервна і зростаюча на всій числовій вісі ОХ. Тому 
рівняння має не більше одного кореня. Підбором знаходимо єдиний корінь х = 5. 

Відповідь: 5. 
Отже, нестандартні методи розв’язування ірраціональних рівнянь істотно 

доповнюють прийоми розв’язування рівнянь традиційним (алгебраїчним) 
способом.  Узагальнений прийом розв’язування рівнянь полягає:  а) в з’ясуванні 
можливості раціонального розв’язання рівняння алгебраїчним способом;  б) у 
визначенні структури рівняння;  в) у визначенні методу розв’язування 
ірраціонального рівняння; г) в переході до рівносильних, більш простих рівнянь;  
д) у розв’язуванні цих рівнянь традиційним способом. Опанування учнями даних 
методів суттєво розширює вміння та навички учнів та сприяє формуванню 
високого рівня математичної культури в цілому. 
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