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ВСТУП  

 

Методичні рекомендації щодо виконання самостійної роботи з 

математичного аналізу тема « Обчислення границь функції за допомогою 

правила Лопіталя» : складені на основі галузевого стандарту підготовки 

бакалавра і навчального плану для студентів  1 курсу 014.04  Середня освіта 

(Математика) , ОС бакалавр.  

 В процесі вивчення математичного аналізу вміння обчислювати границі 

функцій займає одне з найважливіших місць. На першому етапі навчання на 

практиці було розглянуто елементарні засоби розкриття невизначеностей при 

обчисленні границь. Далі, вивчаючи диференціальне числення функцій в R, 

студенти поступово оволодівають поняттям і властивостями похідної, 

основними теоремами диференціального числення, застосуванням похідних. 

Наслідком теореми Коші є дуже потужний та ефективний метод обчислення 

границь функцій – правило Лопіталя. Основна перевага цього методу полягає в 

тому, що правило Лопіталя дозволяе без зайвих штучних перетворень чисто 

технічним способом одразу розкривати невизначеності вигляду  
0

0








та 












 

 Тому під час самостійної роботи студентів надзвичайно важливим є 

засвоєння як самого правила Лопіталя так і умов його вірного використання в 

конкретних випадках.  

 Перша частина роботи присвячено тому, на що взагалі треба звернути 

увагу при обчисленні границь функцій та наведені основні важливі відомі 

границі, які можуть бути корисними при знаходженні границь функцій. 

 Далі, в другій частині роботи детально розглянуті основні питання,  

пов’язані з використанням правила Лопіталя. Разом з теоретичними відомостями 

розглянуто численні приклади частина з яких мають  розв'язки, а також завдання 

для самостійної роботи  до яких подані відповіді студентів з даної теми. 

На при кінці роботи звернено особливу увагу на те, що правило Лопіталя можна 

використовувати не завжди, наведені відповідні  приклади та приклади для 

самостійної роботи. 
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Метою роботи було створення умов для успішного оволодіння студентами 

навичок самостійної роботи при обчисленні границь функції за допомогою 

правила Лопіталя та опануванням системою знань, навичок та вмінь, 

необхідних, поперед усього, для успішного подальшого засвоєння курсу 

математичного аналізу та для  майбутній професійній діяльності. 

   У результаті оволодіння даною темою студент повинен засвоїти основні 

теоретичні положення, вміти практично застосовувати отриманні знання при 

розв’язку задач.  

Всі питання. розглянуті в роботі відповідають робочій програмі з математичного 

аналізу для спеціальності 014.04 - Середня освіта, «Математика»  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

  1. Про що треба пам’ятати 
 

     Перед усім згадаємо основні важливі теоретичні висновки, які треба  
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пам’ятати при обчисленні границі функції в точці. 

 Арифметичні властивості границь функції: 
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 Теорема про границю складної функції: 

     Якщо  )(lim Axf
ax




та  )(lim )( Bygxfy
Ay




,то Bxfg
ax




))((lim         

При обчислені границь можуть мати місце дві принципово різні ситуації: 

по-перше, це випадок коли не виникає невизначеності, тоді границю 

функції, якщо вона існує, можна обчислити одразу за допомогою властивостей 

границі 

по-друге, це випадок коли для обчислення границі треба  розкрити 

невизначеність.  

Якщо коли 0)( ,0)(  ,  xgxfax  то для відношення  
)(

)(

xg

xf
 коли 

ax  має місце невизначеність яку символічно позначають як  








0

0
, 

коли ах та )(xf , )(xg ,то для 
)(

)(

xg

xf
 маємо невизначеність 












, 

коли ах та )(xf 0, )(xg  , то для добутку   f(x)g(x) маємо  

невизначеність  0  , 

коли ах та )(xf + , )(xg + (або )(xf - , )(xg - ), то для різниці 

f(x)-g(x) маємо невизначеність ( - ), 

коли ах  та )(xf 1, )(xg  , то для степеня )()( xgxf   маємо  

невизначеність  1 , 
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коли ах  та )(xf 0, )(xg 0, то для виразу )()( xgxf маємо       

невизначеність  00  

коли ах  та )(xf  , )(xg 0, то для )()( xgxf  маємо невизначеність  0  

 

При обчисленні границь корисними бувають наступні відомі важливі 

границі: 
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
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                12         
nx

xn

x

111
lim

0



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2.  Правило Лопіталя 

 
              2.1. Теорема ( правіло Лопіталя ) 

 

1) Нехай в деякому околі точки а R  для функцій f(x) та g(x) існують похідні   

)(xf  та )(xg   

     2) )( 0)( aUxxg  , 

     3) A
xg

xf
ax







 )(

)(
lim , де A  

     4) або а) 0)(lim 


xf
ax

 та 0)(lim 


xg
ax

, 

         або б) 


)(lim xg
ax

 

         Тоді         
 )(

)(
lim

xg

xf
ax

A
xg

xf
ax






 )(

)(
lim   

 

      

             2.2 Застосування правила Лопіталь для розкриття  

                   невизначеностей типу  
0

0








та 












. 

     Нехай для обчислення границі 
)(

)(
lim

xg

xf
ax

 треба розкрити невизначеність  
0

0








 

або 











 та нехай при цьому виконано всі умови теореми (правіла Лопіталя). 

Тоді для обчислення границі знаходимо окремо похідну функції в чисельнику та 

похідну функції в знаменнику дробу, а потім розглядаємо 
)(

)(
lim

xg

xf
ax 




   

Якщо невизначеності не виникає, то обчислюємо границю. Якщо знов отримали 

невизначеність  
0

0








або 












, то застосуємо правило ще раз (якщо умови 

теореми виконано знов). 
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      Розглянемо деякі приклади обчислення границь за допомогою правила 

Лопіталя. 

     Приклад 1         Перевірити,  що 
0

lim
x x

xsin
 = 1. 

     Розв’язок: 

0
lim
x x

xsin
 






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

0

0

0
lim
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     Приклад 2          Обчислити границю 
1612

44
lim

3
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
 xx

xxx
x

. 

     Розв’язок: 
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x

x
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Для розкриття невизначеності у цьому прикладі правило Лопіталя використали 

двічі. 

     Приклад 3       Обчислити границю 
x

x
x 5sinln

sinln
lim

0
 

     Розв’язок:  
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     Приклад 4        Обчислити границю 
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     Розв’язок:  
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     Приклад 5       Обчислити границю 
x
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2


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     Розв’язок: 
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     Приклад 6      Обчислити границю 
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     Розв’язок:   
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     Приклад 7    Обчислити границю 
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     Приклад 8     Обчислити границю 
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  Приклад 9      Обчислити границю 
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 Приклад 10     Обчислити границю 
x

x
x

ln
lim


. 

 

       Розв’язок: 
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    Приклад 11      Обчислити границю 
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2

9

4

9
lim2

1

1
lim2

55

1010
lim

45

910
lim 5

13

8

1

0

0

4

9

14

9

1

0

0

5

10

1






































x

x

x

x

x

x

x

xx

xx
xxxxx

 

 

     Приклад 12     Обчислити границю 
1ln

1
lim

1 


 xx

x x

x
 

     Розв’язок: 

 

21)
1

ln)
1

(ln(lim
1

1))1(ln(
lim

1

)1(ln
lim

1
1

1)1(ln
lim

1ln

1
lim

11

1

1

1

0

0

11

0

0

1






















































x
xx

x

x
xx

xx

x

xxxx

x

xx

xx

x

xx

x

x

x

x

x

x

x

x

x

 

 

 

                    2.3  Приклади для самостійної роботи 

 

     Обчислити границі: 

 

1)    
532

743
lim

2

2

1 


 xx

xx
x

                                             2)    
x

tgx

x 4sin

1
lim

4






                                   

 3)  
x

e x

x sin

1
lim

2

0




                                                         4)    
xtg

x
x 5

3sin
lim


                  

5) 
1665

16
lim

23

4

2 


 xxx

x
x

                                 6)    
tgxx

xx

x 





sin
lim

0
 

7)    
5

5
lim

33

5 


 x

x
x

                                                    8)   
mm

nn

ax ax

ax






lim                

9)  
1cos

1
lim

2

0 


 x

e x

x
                                                      10)   

x

x
x 3cosln

cosln
lim

0
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11)  
x

x
x 3cos1

2cos1
lim

0 




                                                  12)  
xx

xx

x 34

65
lim

0 




 

13)   
xtgx

ee xtgx

x 


0

lim                                                    14)   
352

)8ln(
lim

2

2

3 


 xx

x
x

            

15)   
3sin5sin2

13
lim

2

5 2

6




 xx

xtg

x


                                  16)  
x

x
x sinln

2sinln
lim

0
        

17)  
xtg

xx
x 20

)1ln(
lim




                                               18)  
2

2

0 1)1(

)1ln(
lim

xx

xx
mx 




               

19)  
)1ln(

)arccos
2

ln(

lim
0 x

x

x 

                                             20)   
xxx ee

xtgx
 

 3cos1
lim

0
                 

21)   
xctg

tgx
x 2

ln
lim

0
                                                        22)    

bx

ax
x cosln

cosln
lim

0
                            

23)  
4sin5sin3

1sin6sin4
lim

2

2

6




 xx

xx

x


                                  24)    
xx

xee xx

x sin

2
lim

0 

 


                     

25)  
45

573
lim

4

25

1 


 xx

xxx
x

                                       26)    
xx e

x3

lim


                                     

27)  
2

)1(
lim

201 


 xx

xarctg
x

                                               28)    
20

cosln
lim

x

ax
x

    

29)  
692

573
lim

23

23

1 


 xxx

xxx
x

                                  30)    
xxx

xx
x sincos

arcsin
lim

2

0 
 

 

31)    
xtgx

xx
x 




sin
lim

0
                                                   32)    

12

12
lim

30

20

1 


 xx

xx
x

  

 

33)    
)1(ln

lim
30 x

xtgx
x 




     34)    
xx

xx
x arcsin

22sin
lim

20




  

 

35)    
)1ln(arcsin

lim
0 xx

xtgx
x 




                   36)    
99100

4950
lim

100

50

1 


 xx

xx
x

 

 

37)    
23353

49432
lim

234

234

1 


 xxxx

xxxx
x

                        38)    
122

253
lim

34

234

1 


 xxx

xxxx
x

 

 

39)    
xx xx

xx






1ln
lim

1
                                              40)     

x

x x

x ln

1
lim

1



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Відповіді. 

 

 

1)    
7

10
                    11)    

9

4
                            21)    - 1                 31)    

2

1
                      

               

 

2)    
2

1
                   12)    

3

4
ln

6

5
ln

                         22)    
2

2

b

a
                           32)    

14

9
                    

 

3)    2     13)    1   23)    
4

1
                           33)       

3

1
                            

4)    
5

3
                    14)    

7

6
                             24)    2                              34)    

3

4
                                                      

5)    
13

16
     15)    

105

16
                        25)    - 6                            35)    0                        

6)    
2

1
                16)    1                           26)    0                             36)    

198

49
                 

 

7)    
6 53

2
    17)    

2

1
                           27)    0                               37)    

6

1
                               

8)    1ma
n

m
              18)    

m

1
                      28)    

2

2a
                         38)    

2

3
                             

 

9)    - 2               19)    


2
                           29)    -2                             39)    

2

1
 

 

10)    
9

1
                     20)    

2

1
                            30)     - 3                           40)    1                          
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            2.4    Розкриття невизначеностей інших типів 

 

           Правило Лопіталя дозволяє безпосередньо розкривати невизначеності 

  
0

0








та 












. Тому для розкриття інших невизначеностей з використанням 

цього правила треба спочатку перетворити даний вираз таким чином, щоб 

утворити невизначеність  
0

0








або 












 та тільки потім застосовувати правило 

Лопіталя. 

     Для перетворення одних типів невизначеностей в інші можна запропонувати  

правила, які у символічному запису мають наступний вигляд: 

1)      






















1

0
0  

0

0








або    






















0

1
0 












     

2)    















 











0

0

0

00

0

1

0

1
))()((  

3)             00 00ln00 eе   далі за правилом 1) 

 

4)             00ln00 ee  

 

5)     1 =      001ln   ee  

      

     Розглянемо приклади обчислення границь, що уявляють собою 

невизначеності розглянутих вище типів 

     Приклад 13     Обчислити границю )ln(lim
0

xx
x 

  

    Розв’язок:   

 

  0lim
1

1

lim
1

ln
lim)ln(lim

0

2

00

0

0

























x

x

x

x

x
xx

xxxx
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    Приклад 14        Обчислити границю 









 xxx

1

sin

1
lim

0
           

     Розв’язок:  











 xxx

1

sin

1
lim

0

 

0
sincoscos

sin
lim

cossin

cos1
lim

sin

sin
lim

0

0

0

0

0

0

0
















 




























xxxx

x

xxx

x

xx

xx
xxx

  

    Приклад 15      Обчислити границю tgx

x
xarcsinlim

0
 

     Розв’язок: 

   
 

0limarcsinlim 01arcsin

sin
lim

1arcsin

cos
lim

1

arcsinln
lim

0arcsinlnlim
arcsinln

0

0

0

2

2

02

22

0

0

0

0

 

























 eeeeeex xx

x

xx

xxtg

tgx

x

xtgx
x

x

tgx

x

xx

x

x
tgx

 

Тут використано наслідок з першої чудової границі       1
arcsin

sin
lim

0


 x

x
x

 

 

      Приклад 16    Обчислити границю   x

x

tgx
cos

0
2

lim



 

     Розв’язок: 

 
   

1lim 0
sin

cos
lim

)sin(
cos

1

cos

11

lim

cos

1

ln
lim

0
)ln(coslim

cos

0
2

2
0

2
2

2

0
2

0
20

2

0

























eeeeetgx
x

x

x
x

xtgx

x

tgx
tgxx

x

x

x
xx

x






 

 

     Приклад 17       Обчислити границю 
x

x
x

2

0
lnlim


 

     Розв’язок:  

 

 

      Приклад 18    Обчислити границю  1

1

1
lim 



x

x
x  

     Розв’язок: 

 

   

eeeeex x

x

x

x
x

xx

x

xxxx  











1
lim

1

1

lim0

0

1

ln
lim0)ln

1

1
(lim1

1

1

1

1111lim  

    Приклад  19     Обчислити границю  

x

x
arctgx








 

2
lim  

    Розв’язок:   

   

1lnlim 0ln
lim21

1

ln

1

lim

2

1

lnln
lim

0)lnln2(lim2

0

02

00

0

0

























eeeeex

x

x

x

x
xx

x

x

xxx

x

x

xx

x
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   









2

2

1

)1(
lim1

)1(

11

lim
0

0

1

)
2

ln(

lim
0))

2
ln((lim1

2

2

2

2

2
lim































 







eeeeeearctgx arctgxx

x

x

xarctgx

x

arctgx

arctgxx
x

x

x

xx

x  

 

      Приклад 20      Обчислити границю   2

1

0
coslim x

x
x


 

     Розв’язок:   

 
   

2

1

2

sin
lim

cos

1
lim0

0

2

)sin(
cos

1

lim0

0
cosln

lim0cosln
1

lim11

0

000
20202coslim
























 



eeeeex x

x

xx

x
x

x

x
x

x
x

x

xxxxx   

     Приклад  21    Обчислити границю  ctgxx
x

lnsinlim
0

 

     Розв’язок:    

 
 

0
cos

lim

cos
sin

1

sin

11

lim

sin

1

ln
limlnsinlim

0

2

2

00

0

0
























 x

tgx

x
x

xctgx

x

ctgx
ctgxx

xxxx
 

  

   Приклад  22    Обчислити границю )
1

11
(lim

0 xx ex 



 

     Розв’язок:   

 






























 xx

x

xx

x

xxx xee

e

ex

xe

ex 1

1
lim

)1(

1
lim)

1

11
(lim

0

0

0

00
 

 

  Приклад  23      Обчислити границю x

x
xsin

0
lim


 

   Розв’язок:   

   

1lim 0cos

sin
limcos

sin

1

1

lim

sin

1

ln
lim

0)ln(sinlim
0

sin

0

2

0
2

00

0

0
























 eeeeex xx

x
x

x

x

x

x

xx
x

x

x

xx

x  

                                   

Приклад  24    Обчислити границю 
2

1

2

0
lim x

x
ex


 

   Розв’язок:  
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 













































3

3

1

0

2

1

0

01

2

0 2

2

lim
1

limlim

2

2

2

x

x
e

x

e
ex

x

x

x

x

x

x
 

 Приклад   25    Обчислити границю 

x

x x










 2

1
1lim  

   Розв’язок: 

   

1
1

1lim 0

1

2

)
1

1(

1

lim
0

0

1

)
1

1ln(

lim
0))

1
1ln((lim1

2

2

3

22

2













































eeee
x

x

x

x

x

x

x
x

x

x

xx

x  

 

 2.5   Приклади для самостійної роботи 

     Обчислити границі:  

 

1)   )2(lim
0

xxctg
x

                                                 21) x

x

tgx cos

0
2

)(lim



 

2)   )ln(lim 3

0
xx

x 
                                                  22) x

x x

sin

0
)

1
(lim


 

3)    )sec(lim

2

xtgx
x





                                            23) xx

x
x

1

2 )33(lim 


 

4)   











 1ln

1
lim

1 x

x

xx
                                           24)  xtg

x

tgx 2

4

)(lim




                                 

5)    









 xxx 220 sin

11
lim                                           25)  x

x
x

1

)(lnlim


                  

6)  









 xxx arcsin

11
lim

0
                                           26)  x

x
x ln21

6

0
lim 


             

7)  









 x

x

xx lnln

1
lim

1
                                             27)   xx

x
e

1

)1(lim 


                 

8)   









 x
ctgx

x

1
lim

0
                                                28)   

x

x x

m










coslim      
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9)          )
2

)1((lim
1

x
tgx

x





                                 29)   

0
lim
x

(ctg2x) xln

1

  

10) ))1((lim

1




x

x
ex                                        30)  2

1
)2(lim

x
tg

x
x






                         

11)  )5(coslim

2

xxtg
x




                                   31) 








x

x

tgx 2

2

)(lim                                        

12)   )
3

cos
3

(lim
0

x
ec

x
ctg

x



                          32)  

x

x
x

0
lim


 

13)   )(lim 2

0

x

x
ex


                                         33)    )1ln(

1

0
lim 



xe

x
x  

14) ))ln((lim
0

x

x
exctgx 


                              34)  

tgx

x x










1
lim

0
 

15)  











 1

7

1

5
lim

751 xxx
                            35)  

a

x
tg

ax a

x 2

2lim














 

16)  ))12(sin(lim

2

1
xtgx

x




                            36)  
x

x
ctgx sin

0
)(lim


 

17)  
x

x
x

1

0
arccos

2
lim 








 

                                 37) 

x

x x










1
lnlim

0
  

18)  
x

x
x ln

0
)1(lim 


                                          38)  

x

x x

x
tg

1

12
lim 












 

19) tgx

x
x)(arcsinlim

0
                                      39)  

2

1

0

sin
lim

x

x x

x










 

20) x

x

x cos

0
2

)2(lim 





                                   40)  
tgx

x

x)(sinlim

2




 

 

Відповіді:  

 

1)   
2

1
                          2)   0                               3)   0                          4)   

2

1
                        

 

5)    
3

1
                       6)   0                               7)   1                          8)   0                  
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9)       


2
                      10)    1                              11)   

5

3
                     12)   0 

          

13)                           14)     2                             15)    1                        16)   


2
_    

 

17)    

2


e                          18)    1                              19)    1                        20)    1                   

 

 

21)     1                            22)     1                              23)    3                         24)    1e             

 

25)     1                         26)     3e                             27)     e                         28)    1            

    

29)     1e                         30)     

2

e                             31)     1                        32)      1       

    

 

33)     e                           34)     1                              35)    e                         36)      1    

   

                   

37)   1                            38)    1                                39)    6

1


e                          40)      1          

                                

 

 

2.6.  На що треба звернути увагу 

 

 Слід пам’ятати, що правило Лопіталя можна використовувати лише у тому 

випадку коли  існує границя відношення похідних функцій тобто  A
xg

xf

ax







 )(

)(
lim  

(скінчена або нескінчена). Якщо така границя зовсім не існує, то для обчислення 
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границі відношення самих функцій або доведення її відсутності слід 

використовувати інші засоби. 

 Приклад 26    Обчислити границю 
x

xx
x

sin
lim




 

  Розв’язок:  

     У даному випадку маємо невизначеність 











, але використовувати правило                                                                                                                                      

Лопіталя не можна бо )cos1(lim
1

cos1
lim

)(

)sin(
lim x

x

x

xx
xxx










 не існує зовсім 

( чому?).  

При безпосередньому обчислені границі отримаємо 

)
sin

1(lim

)
sin

1(

lim
sin

lim
x

x

x

x

x
x

x

xx
xxx









=1, бо 0

sin
lim 

 x

x
x

 

               

                       2.7.  Приклади для самостійної роботи   

 

Показати, що наступні приклади не можуть бути розв’язані за правилом 

Лопіталя та обчислити границі. 

 

1) 
xx

xx
x cos

cos
lim






                          3)    
x

tgx

x sec
lim

2




                            5) 
x

x
x

x 2

3

0 sin

1
sin

lim


 

 

 

2) 
xx

xx
x sin

sin
lim






                           4)   
xx

x
x sin
lim


      

                                          

Відповіді :  

 

 

1)  1                     2)   1                     3)  1                     4)  1                           5)   0     
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Додаток 1 

Таблиця похідних елементарних функцій. 
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Додаток2 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

http://uk.shram.kiev.ua/img/univer/formuli/Proizvodnie-s.jpg
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