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×ÀÑÒÈÍÀ 1

Ëîãiêà, öiëi ÷èñëà i äîâåäåííÿ

1.1. Îñíîâíi ïîëîæåííÿ òåîði¨ äîâåäåíü i òåîði¨ öiëèõ

÷èñåë

Ó äàíîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ äåÿêi âëàñòèâîñòi öiëèõ ÷èñåë, ÿêi áó-
äóòü êîðèñíi â ïîäàëüøîìó. Ìîæëèâî, áiëüø âàæëèâà ìåòà � âèêîðèñòîâó-
âàòè ìíîæèíó öiëèõ ÷èñåë ÿê äîáðå âiäîìó ïðåäìåòíó îáëàñòü äëÿ ðîçâè-
òêó i çàñòîñóâàííÿ íà ïðàêòèöi òåõíiêè äîâåäåííÿ òåîðåì. Ïåðøà ïðîáëåìà
� ç ÷îãî ïî÷àòè. Ùî ìîæíà ââàæàòè âiäîìèì i, îòæå, âèêîðèñòîâóâàòè â
äîâåäåííi òåîðåì? Ó çàãàëüíîìó êóðñi ç òåîði¨ ÷èñåë ìîæíà áóëî á ïî÷àòè
ç îñíîâíèõ àêñiîì òåîði¨ ÷èñåë i ðîçâèâàòè âèêëàä â öüîìó íàïðÿìêó. Ó
íàøîìó âèïàäêó öå íå çîâñiì äîöiëüíî. Äðóãà ïðîáëåìà � âèðiøèòè, ÿêi
äåòàëi âêëþ÷àòè â ðîçãëÿä. ×è ïîòðiáíî ïîÿñíþâàòè, ÷îìó â îäíîìó ìiñöi
äîâåäåííÿ ìà¹ìî 4 + x+ 5 = y, à â iíøîìó � y = x+ 9?

ßêùî çâåðòàòè óâàãó íà âñi íåñóòò¹âi äåòàëi, òî îñíîâíi ìîìåíòè äîâå-
äåííÿ çàãóáëÿòüñÿ â òàêîìó õàîñi. Çâè÷àéíî ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî âñi äåòàëi
÷èòà÷åâi çðîçóìiëi i â ðàçi íåîáõiäíîñòi âií ìîæå ñàì ¨õ âiäòâîðèòè.

Íå iñíó¹ òî÷íèõ ïðàâèë, ÿêi á ãîâîðèëè, ïðî ùî òðåáà çãàäàòè, à ùî ìî-
æíà îïóñòèòè. Âèòîí÷åíèé âèêëàä äîâåäåííÿ òåîðåìè � ìèñòåöòâî. Íàäàëi
ìè áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî áiëüøiñòü àêñiîì, ïåðåëi÷åíèõ â öüîìó ðîçäiëi,
âiäîìi i ìîæóòü âèêîðèñòîâóâàòèñÿ áåç ãðóíòîâíèõ ðîç'ÿñíåíü. Äëÿ ïî÷à-
òêó ïðèéìåìî íàñòóïíi àêñiîìè ðiâíîñòi. Âîíè ïîøèðþþòüñÿ íà åëåìåíòè
áóäü-ÿêî¨ ìíîæèíè, ó òîìó ÷èñëi i ìíîæèíè Z öiëèõ ÷èñåë.

(Å1) Äëÿ áóäü-ÿêîãî a, a = a.

(Å2) Äëÿ áóäü-ÿêîãî a i b, ÿêùî a = b, òî b = a.

(Å3) Äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b i c, ÿêùî a = b i b = c, òî a = c.

Àêñiîìè (El), (E2) i (ÅÇ) ãîâîðÿòü ïðî òå, ùî ðiâíiñòü íà áóäü-ÿêié ìíîæèíi
ìà¹ âëàñòèâîñòi âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi. Öi àêñiîìè ïîøèðþþòüñÿ íà
âñi ìàòåìàòè÷íi ôîðìè, à íå òiëüêè íà òåîðiþ ÷èñåë. Ïðèéìåìî òàêîæ íà-
ñòóïíi âëàñòèâîñòi äîäàâàííÿ, âiäíiìàííÿ òà ìíîæåííÿ íà ìíîæèíi Z öiëèõ
÷èñåë.

I1 ßêùî a òà b � öiëi ÷èñëà, òî a + b i a · b � öiëi ÷èñëà, òîáòî ìíîæèíà
öiëèõ ÷èñåë çàìêíåíà âiäíîñíî îïåðàöié äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ.



4I2 ßêùî a = b i c = d, òî a+ c = b+ d i ac = bd.

I3 Äëÿ áóäü-ÿêèõ öiëèõ ÷èñåë a i b ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi a + b = b + a i
a · b = b ·a, òîáòî ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë êîìóòàòèâíà âiäíîñíî îïåðàöié
äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ.

I4 Äëÿ áóäü-ÿêèõ öiëèõ ÷èñåë a, b, c ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi (a + b) + c =
a + (b + c) i (ab)c = a(bc), òîáòî ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë àñîöiàòèâíà
âiäíîñíî îïåðàöié äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ.

I5 Äëÿ áóäü-ÿêèõ öiëèõ ÷èñåë a, b, c ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi a(b+ c) = (ab) +
(ac), òîáòî ìíîæåííÿ öiëèõ ÷èñåë äèñòðèáóòèâíî âiäíîñíî äîäàâàííÿ.

I6 Iñíóþòü ¹äèíi öiëi ÷èñëà 0 i 1 òàêi, ùî a− 0 = a+ 0 = a, a · 1 = 1 · a = a
äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî ÷èñëà a. Öiëå ÷èñëî 0 íàçèâà¹òüñÿ íåéòðàëüíèì
åëåìåíòîì äîäàâàííÿ, àáî íóëåì ìíîæèíè öiëèõ ÷èñåë, öiëå ÷èñëî 1
íàçèâà¹òüñÿ íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì ìíîæåííÿ.

I7 Äëÿ êîæíîãî öiëîãî ÷èñëà a iñíó¹ ¹äèíå öiëå ÷èñëî −a, ÿêå íàçèâàþòü
éîãî îáåðíåíèì åëåìåíòîì âiäíîñíî äîäàâàííÿ, òàêå, ùî a + (−a) =
(−a) + a = 0.

I8 ßêùî b òà c � öiëi ÷èñëà i äëÿ äåÿêîãî íåíóëüîâîãî ÷èñëà a ìà¹ìî
ab = ac, òî b = c. Öå òâåðæäåííÿ íàçèâà¹òüñÿ ìóëüòèïëiêàòèâíîþ
âëàñòèâiñòþ ñêîðî÷åííÿ.

Òåîðåìà 1.1. ßêùî n � ïàðíå, òî n2 òàêîæ ïàðíå.

Äîâåäåííÿ. Äîïóñòèìî, ùî n � (äîâiëüíå) ïàðíå öiëå ÷èñëî. Çà îçíà÷åííÿì
ïàðíîãî öiëîãî ÷èñëà iñíó¹ öiëå ÷èñëî L òàêå, ùî

n = 2L.

ßêùî öiëi ÷èñëà ðiâíi, òî ðiâíi êâàäðàòè öèõ ÷èñåë, òàê ùî

n2 = (2L)2.

Àëå (2L)2 = 2L · 2L = 2(2L2), òîìó n2 = 2(2L2) i n2 = 2J äëÿ äåÿêîãî
öiëîãî ÷èñëà J (à ñàìå J = 2L2). Çà îçíà÷åííÿì ïàðíîãî öiëîãî ÷èñëà n2 �
ïàðíå ÷èñëî.

Òåîðåìà 1.2. ßêùî n2 � ïàðíå, òî n òàêîæ ïàðíå.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè áóäå ïðèêëàäîì äîâåäåííÿ ìåòîäîì
êîíòðàïîçèöi¨ çàìiñòü ïðÿìîãî äîâåäåííÿ ñàìî¨ òåîðåìè. ÎÏÈÑÀÒÜ!!!



5Öåé ìåòîä äîâåäåííÿ ìîæëèâèé, òàê ÿê

(p→ q) ≡ (q̃ → p̃).

Öå îçíà÷à¹, ùî äîâåäåííÿ q̃ → p̃ åêâiâàëåíòíî äîâåäåííþ p→ q.
Òâåðäæåííÿ îçíà÷à¹ íàñòóïíå: ßêùî n íå ¹ ïàðíèì, òî n2 òàêîæ íå ¹

ïàðíèì. Íåõàé n � öiëå ÷èñëî, ÿêå íå ¹ ïàðíèì (íàãàäà¹ìî, ÷òî ïàðíi öiëi
÷èñëà ìàþòü âèä 2K, à íåïàðíi öiëi ÷èñëà ìàþòü âèä 2L + 1, i öiëå ÷èñëî
¹ àáî ïàðíèì, àáî íåïàðíèì, àëå íå ìîæå áóòè i òèì, i iíøèì îäíî÷àñíî).
Íåîáõiäíî ïîêàçàòè, ùî ÷èñëî n2 � íåïàðíå. Îñêiëüêè n íåïàðíå, iñíó¹ öiëå
÷èñëî L òàêå, ùî n = 2L+ 1. Ïiäíåñåìî â êâàäðàò îáèäâi ÷àñòèíè ñïiââiä-
íîøåííÿ, îòðèìà¹ìî

n2 = (2L+ 1)2 = 4L2 + 4L+ 1 = 2(2L2 + 2L) + 1.

Òàê ùî, ÿêùî
J = 2L2 + 2L,

ìà¹ìî
n2 = 2J + 1.

Çà îçíà÷åííÿ íåïàðíîãî ÷èñëà, ÷èñëî n2 íåïàðíå, i òåîðåìà äîâåäåíà.

Äîâåäåííÿ íàñòóïíî¨ òåîðåìè çàëèøà¹ìî ÷èòà÷åâi.

Òåîðåìà 1.3. Íåõàé a, b i c � öiëi ÷èñëà.

1. ßêùî b+ a = c+ a, òî b = c.

2. Äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî ÷èñëà a ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü a · 0 = 0.

3. Äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî ÷èñëà a ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü −(−a) = a.

4. a · (−b) = −(a · b).

5. (−a) · (−b) = a · b.

6. −(a+ b) = (−a) + (−b).

Ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë Z ìiñòèòü ïiäìíîæèíó N äîäàòíèõ öiëèõ ÷èñåë.
Îñòàííþ ïðèéíÿòî íàçèâàòü ìíîæèíîþ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N. Ïðèéìåìî
â ÿêîñòi àêñiîì íàñòóïíi òâåðäæåííÿ âiäíîñíî ìíîæèíè N.

N1 Öiëå ÷èñëî 1 ¹ íàòóðàëüíèì ÷èñëîì.

N2 Ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë çàìêíåíà âiäíîñíî äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ,
òîáòî ÿêùî a, b � íàòóðàëüíi ÷èñëà, òî a+ b, a · b � íàòóðàëüíi ÷èñëà.



6N3(Àêñiîìè òðèõîòîìi¨) Äëÿ êîæíîãî öiëîãî ÷èñëà a iñòèííèì ¹ îäíå i
ëèøå îäíå ç ïåðåëi÷åíèõ íèæ÷å òâåðäæåíü

a) a � íàòóðàëüíå ÷èñëî;

b) a = 0;

c) −a � íàòóðàëüíå ÷èñëî.

Äàëi íàâåäåìî ÷àñòêîâå (ÏÐÎÂÅÐÈÒÜ!) âïîðÿäêóâàííÿ öiëèõ ÷èñåë, â ÿêî-
ìó öiëi ÷èñëà ðîçòàøîâàíi çà ïðèíöèïîì "áiëüøå çà ìåíøèì". Çâè÷àéíî
öiëi ÷èñëà "âïîðÿäêîâàíi"òàêèì ÷èíîì:

...,−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, ...,

äå âñi äîäàòíi ÷èñëà "éäóòü çà"íóëåì, à íóëü "éäå çà"àáî "áiëüøå, íiæ"áóäü-
ÿêå âiä'¹ìíå ÷èñëî. Òðèõîòîìiÿ äîçâîëÿ¹ âñòàíîâèòè, ÷è ¹ ÷èñëî äîäàòíiì,
òîìó âiäíîøåííÿ > íà ìíîæèíi Z × Z ìîæíà âèçíà÷èòè òàê: a > b òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè a− b � äîäàòí¹. Â ñèëó òðèõîòîìi¨, a− b àáî äîäàòí¹, àáî
íóëü, àáî âiä'¹ìíå. Òîìó ìîæíà îá'¹äíàòè äâi ç öèõ ìîæëèâîñòåé â îäíó i
êàçàòè, ùî a ≥ b òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a > b àáî a = b. Ñêàçàíå âèùå
ôîðìàëiçó¹ìî ó âèãëÿäi òàêîãî îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.1. Äëÿ öiëèõ ÷èñåë a i b ìà¹ìî: a > b òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
a − b äîäàòí¹; a ≥ b òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a > b àáî a = b. Êðiì òîãî,
b < a ðiâíîñèëüíî a > b i b ≤ a ðiâíîñèëüíî a ≥ b.

Âî÷åâèäü, a > 0 ðiâíîñèëüíî òâåðäæåííþ, ùî a � äîäàòí¹, òîìó ùî a > 0
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a − 0 = a äîäàòí¹. Àíàëîãi÷íî, a < 0 ðiâíîñèëüíå
òâåðäæåííþ, ùî a � âiä'¹ìíå. Õî÷à íàâåäåíi íèæ÷å òâåðäæåííÿ äîáðå âi-
äîìi é ìîæóòü ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê ïðèïóùííÿ, âîíè íàâåäåíi äëÿ ïðàêòèêè
äîâåäåííÿ òåîðåì.

Òåîðåìà 1.4. Äëÿ öiëèõ ÷èñåë a i b: (ÑËÎÂÀÌÈ)

à) (a ≥ b)→ (b > a)⇒ a = b;

b) (a ≥ b)→ (b > c)⇒ a > c;

Äîâåäåííÿ. a) Òóò ìè âèêîðèñòà¹ìî ïðèíöèï çâåäåííÿ äî àáñóðäó. ßêùî,
äîïóñòèâøè, ùî òâåðäæåííÿ â ÷àñòèíi (à) ¹ õèáíèì, ìè îòðèìà¹ìî ïðî-
òèði÷÷ÿ, òî èñòèííiñòü öüîãî òâåðäæåííÿ áóäåò äîâåäåíà. Äîïóñòèìî,
ùî òâåðäæåííÿ â ÷àñòèíi (à) ¹ õèáíèì. Òîäi, ÿêùî a ≥ b, b ≥ a i a 6= b,
òî a > b i b > a. Àëå â öüîìó âèïàäêó a− b äîäàòí¹ i b− a = −(a− b)
äîäàòí¹, ùî ñóïåðå÷èòü àêñiîìi òðèõîòîìi¨ N3. Òàê ÿê ìè ïðèéøëè äî
ïðîòèði÷÷ÿ, ïîâèíåí ìàòè ìiñöå âèïàäîê a = b.



7b) ßêùî a > b i b > c, òî (a− b) i (b− c) äîäàòí¹. Òîìó çãiäíî ç àêñiîìîþ
N2 ÷èñëî (a− b) + (b− c) = a− c äîäàòí¹, i a > c.

Òåîðåìà 1.5. Íåõàé a, b, c, d � öiëi ÷èñëà. Òîäi (ÑËÎÂÀÌÈ)

à) (a > b) ∧ (c > d)⇒ a+ c > b+ d;

b) (a > 0) ∧ (c > d)⇒ ac > ad;

c) (a > b > 0) ∧ (c > d > 0)⇒ ac > bd;

d) (a ≥ b ≥ 0) ∧ (c ≥ d ≥ 0)⇒ ac ≥ bd;

Äîâåäåííÿ. à) ßêùî (a > b) i (c > d), òî ÷èñëà a− b, c−d � äîäàòíi. Òîìó,
(a− b) + (c− d) äîäàòí¹. Àëå (a− b) + (c− d) = (a+ c)− (b+ d), i òîìó
a+ c > b+ d ;

b) ßêùî c > d, òî ðiçíèöÿ c − d äîäàòíÿ. Îñêiëüêè a äîäàòí¹, a(c − d) =
ac− ad òàêîæ äîäàòí¹, i ac > ad.

c) ßêùî a > b > 0 i c > d > 0, òî ac > bc. Òîìó àñ > bd.

d) Ñàìîñòiéíî.

Äàëi iëþñòðó¹ìî çàñòîñóâàííÿ äîâåäåííÿ ïåðåáîðîì.

Òåîðåìà 1.6. Íåõàé n � öiëå ÷èñëî. Òîäi n2 ≥ 0.

Äîâåäåííÿ. Òàê ÿê n � öiëå ÷èñëî, òî çãiäíî ç àêñiîìîþ òðèõîòîìi¨ âîíî
àáî íàòóðàëüíå, àáî âiä'¹ìíå, àáî äîðiâíþ¹ 0. ßêùî n íàòóðàëüíå, òî n ∗
n íàòóðàëüíå çà àêñiîìîþ N2, i n2 ≥ 0. ßêùî n âiä'¹ìíå, òî n = −m
äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m. Òîìó n2 = (−m)(−m) = m2 çíîâó ¹
íàòóðàëüíèì, i n2 ≥ 0. ßêùî n = 0, òî n2 = 0, òàê ùî n2 ≥ 0. Òîìó,
n2 ≥ 0.

Âïðàâè

1 Íåõàé a, b i c � öiëi ÷èñëà. Äîâåäiòü, ùî

a) ÿêùî b+ a = c+ a, òî b = c;

b) a · 0 = 0 äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî ÷èñëà a;

c) −(−a) = a äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî ÷èñëà a;



8d) a · (−b) = −(a · b);

e) −a · (−b) = a · b;

f) −(a+ b) = (−a) + (−b).

2 Äîâåäiòü, ÿêùî a+ b = a, òî b = 0.

3 Äîâåäiòü, ÿêùî a > b > 0 i c > d > 0, òî ac > bd.

4 Äîâåäiòü íåðiâíiñòü a2 > a äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî ÷èñëà a.

5 Äîâåäiòü íåðiâíiñòü a2 + b2 > 2ab äëÿ öiëèõ ÷èñåë a i b.

1.2. Ìàòåìàòè÷íà iíäóêöiÿ

Îäíà ç íàéáiëüø ñêëàäíèõ ïðîáëåì òåîði¨ ÷èñåë ïîëÿãà¹ â äîâåäåííi
iñòèííîñòi òâåðäæåíü äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. ßêùî òâåðäæåííÿ iñòèí-
íå äëÿ ïåðøèõ äåñÿòè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë àáî íàâiòü äëÿ ïåðøèõ äåñÿòè
áiëüéîíiâ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, òî ç öüîãî ùå íå âèïëèâà¹, ùî òâåðäæåííÿ
iñòèííå äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

Çàçâè÷àé ëåãêî äîâåñòè, ùî òâåðäæåííÿ íå ¹ ïðàâäèâèì äëÿ âñiõ íà-
òóðàëüíèõ ÷èñåë. Íàñïðàâäi, âèêîðèñòîâóþ÷è òîé ôàêò, ùî çàïåðå÷åííÿì
(∀xP (x)) ¹ (∃x)P̃ (x), íåîáõiäíî çíàéòè òiëüêè îäíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, äëÿ
ÿêîãî òâåðäæåííÿ P (x) íå ¹ iñòèííèì. Öÿ ïðîöåäóðà âiäîìà ÿê çíàõîäæå-
ííÿ êîíòðïðèêëàäó. Iíñòðóìåíòîì äëÿ äîêàçó iñòèííîñòi òâåðäæåíü ùîäî
âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ¹ ïðèíöèï iíäóêöi¨, ÿêèé áóäå íàøîþ îñòàííüîþ
àêñiîìîþ äëÿ ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N. Öå çîâñiì íå îçíà÷à¹, ùî
äîêàç áóäü-ÿêîãî òâåðäæåííÿ ùîäî íàòóðàëüíèõ ÷èñåë âèìàãà¹ iíäóêöi¨.
Áàãàòî òåîðåì ìîæóòü áóòè äîâåäåíi íà îñíîâi iíøèõ òåîðåì i àêñiîì. Òèì
íå ìåíø, â îñíîâi äîâåäåííÿ áàãàòüîõ ðîçãëÿíóòèõ íèæ÷å òåîðåì ëåæèòü
ïðèíöèï iíäóêöi¨. Íàäàëi ïðèíöèï iíäóêöi¨ áóäå ñôîðìóëüîâàíèé â iíøèé,
åêâiâàëåíòíié ôîðìi.

N4(Ïðèíöèï ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨) Íåõàé P (k) ¹ òàêå òâåðäæåííÿ,
ùî

a) P (1) � iñòèííå, i

b) äëÿ êîæíîãî k, ÿêùî P (k) iñòèííå, òî P (k + 1) iñòèííå.

Òîäi P (n) iñòèííå äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n.

Â ñèìâîëi÷íîìó çàïèñi ïðèíöèï ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ìà¹ âèä (ÎÏÈ-
ÑÀÒÜ!)

(P (1) ∧ (∀k)P (k)→ P (k + 1))→ (∀n)P (n).



9Ìàòåìàòè÷íó iíäóêöiþ ìîæíà ïîðiâíÿòè ç íåñêií÷åííèì ðÿäîì êiñòî÷îê
äîìiíî. Âëàñòèâiñòü ïîáóäîâàíîãî ó ðÿä äîìiíî ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ÿêùî
êèíóòè îäíó êiñòî÷êó, ïàäà¹ íàñòóïíà. Íåõàé òâåðäæåííÿ P (n) ïîëÿãà¹
â òîìó, ùî ïàäà¹ n-à êiñòî÷êà. Ïàäiííÿ ïåðøî¨ êiñòî÷êè äîìiíî ïîçíà÷è-
ìî P (1), òîáòî iñòèííiñòü P (1) ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ïåðøà êiñòî÷êà ïàäà¹.
Îñêiëüêè êîæíà êiñòî÷êà ïåðåêèäà¹ íàñòóïíó, òî ç iñòèííîñòi P (k) ñëi-
äó¹ iñòèííiñòü P (k + 1). Îñêiëüêè ïàäàþòü âñi êiñòî÷êè, P (n) iñòèííî äëÿ
êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n. Íàäàëi, ïðîâîäÿ÷è äîâåäåííÿ çà äîïîìîãîþ îïè-
ñàíîãî âèùå ïðèíöèïó ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, ìè áóäåìî ïðîñòî ãîâîðèòè,
ùî äîâîäèìî òâåðäæåííÿ ïî iíäóêöi¨.

Ïðèêëàä 1.1. Äîïóñòèìî, íåîáõiäíî çíàéòè ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ ñó-
ìè ïåðøèõ n íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, 1 + 2 + 3 + ... + n. Òàêà ôîðìóëà áóëà á
êîðèñíà, ÿêùî ïîòðiáíî áóëî á, íàïðèêëàä, çíàéòè ñóììó ïåðøèõ 100000
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, íå âèêîíóþ÷è äëÿ öüîãî 99 999 îïåðàöié äîäàâàííÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî ñóìà ïåðøèõ n íàòóðàëüíèõ ÷èñåë äîðiâíþ¹
n(n+ 1)

2
. Äî-

âåäåìî öå òâåðäæåííÿ çà iíäóêöi¹þ.

Íåõàé Sn ¹ òâåðäæåííÿ

1 + 2 + 3 + ...+ n =
n(n+ 1)

2
. (1.1)

Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî S1 iñòèííå. Ïðè n = 1 ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (1.1)
äîðiâíþ¹ 1. Â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (1.1) îòðèìà¹ìî

n(n+ 1)

2
=

1 + 1

2
= 1,

òàê ùî S1 iñòèííå. Ïîòiì ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî k
Sk iñòèííå, òîáòî ðiâíiñòü (1.1) iñòèííà äëÿ n = k. Öå îçíà÷à¹, ùî

1 + 2 + 3 + ...+ k =
k(k + 1)

2
. (1.2)

Òåïåð íåîáõiäíî äîâåñòè, ùî Sk+1 iñòèííå, òîáòî ðiâíiñòü Sn iñòèííà äëÿ
n = k + 1. Iíøèìè ñëîâàìè, íåîáõiäíî äîâåñòè, ùî

1 + 2 + 3 + ...+ k + (k + 1) =
(k + 1)(k + 1) + 1)

2
. (1.3)

Âèêîðèñòà¹ìî ïðèïóùåííÿ (1.2): ïîðiâíþþ÷è öþ ðiâíiñòü ç ðiâíiñòþ (1.3),
ìè ïîìi÷à¹ìî, ùî, äîäàâøè k + 1 äî îáîõ ÷àñòèí ðiâíîñòi (1.2), îòðèìà¹ìî
ëiâó ÷àñòü ðiâíîñòi (1.3):

1 + 2 + 3 + ...+ k + (k + 1) =
k(k + 1)

2
+ (k + 1) =

(k + 1)(k + 1) + 1)

2
.



10Îòæå, äîâåäåíî ðiâíiñòü (1.3), ÿêà îçíà÷à¹, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (1.2) ñïðà-
âåäëèâå äëÿ n = k + 1. Öåé ðåçóëüòàò çàáåçïå÷ó¹ iñòèííiñòü Sk+1. Îòæå, â
ñèëó àêñiîìè N4, òâåðäæåííÿ Sn iñòèííå äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n.

Ïðèêëàä 1.2. Íåîáõiäíî äîâåñòè, ùî

12 + 22 + 32 + ...+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
. (1.4)

×åðåç Sn ïîçíà÷èìî òâåðäæåííÿ, äëÿ ÿêîãî ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü (1.4).
Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî òâåðäæåííÿ Sn iñòèííå äëÿ n = 1. Ïiäñòàâèâøè 1
â îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi, îòðèìà¹ìî

12 =
1(1 + 1)(2 ∗ 1 + 1)

6
= 1.

ùî çàáåçïå÷ó¹ iñòèííiñòü òâåðäæåííÿ Sn ïðè n = 1. Ïîòiì ìè äîïóñêà¹ìî,
ùî ðiâíiñòü Sn iñòèííà äëÿ n = k. Òîáòî,

12 + 22 + 32 + ...+ k2 =
k(k + 1)(2k + 1)

6
. (1.5)

Òåïåð íåîáõiäíî äîâåñòè, ùî ðiâíiñòü Sn iñòèííà äëÿ n = k + 1. Iíøèìè
ñëîâàìè, íåîáõiäíî äîâåñòè, ùî

12 +22 +32 + ...+k2 +(k+1)2 =
(k + 1)((k + 1) + 1)(2(k + 1) + 1)

6
= (1.6)

=
(k + 1)(k + 2)(2k + 3)

6
.

Âèêîðèñòà¹ìî ïðèïóùåííÿ (1.5), ïîìiòèìî, ùî, äîäàâøè äî îáîõ ÷àñòèí
ðiâíîñòi (1.5) äîäàíîê (k+1)2, ìè îòðèìà¹ìî ëiâó ÷àñòèíó øóêàíî¨ ðiâíîñòi
(1.6). Òàêèì ÷èíîì,

12 + 22 + 32 + ...+ k2 + (k + 1)2 =
k(k + 1)(2k + 1)

6
+ (k + 1)2 =

=
k(k + 1)(2k + 1)

6
+

6(k + 1)2

6
=
k(k + 1)(2k + 1) + 6(k + 1)2

6
=

=
(k + 1)(k(2k + 1) + 6(k + 1))

6
=

(k + 1)(2k2 + 7k + 6)

6
=

=
(k + 1)(2k + 3)(k + 2)

6
.

Îòæå, äîâåäåíà ðiâíiñòü (1.6), ÿêà îçíà÷à¹, ùî ðiâíiñòü Sn âèêîíó¹òüñÿ äëÿ
n = k + 1. Òîáòî, Sn iñòèííå äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.



11Ïðèêëàä 1.3. Íåîáõiäíî äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
n, ÷èñëî n3−n äiëèòüñÿ íà 3 (Çàóâàæèìî, ÷òî íàòóðàëüíå ÷èñëî t äiëèòüñÿ
íà 3 ïðè óìîâi, ùî iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî m òàêå, ùî t = 3m).

Äîâåäåííÿ áóäåìî ïðîâîäèòè çà iíäóêöi¹þ. Íåõàé Sn � òâåðäæåííÿ "n3−
n äiëèòüñÿ íà 3". Äîâåäåìî, ùî S1 iñòèííî. Äëÿ n = 1 ìà¹ìî n3−n = 1−1 =
0, òîìó n3 − n ïðè n = 2 äiëèòüñÿ íà 3, òàê ÿê 0 = 3 ∗ 0. Òàêèì ÷èíîì, S1

iñòèííî.
Òåïåð ïîêàæåìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîî ÷èñëà k, ÿêùî Sk iñòèí-

íå, òî Sk+1 iñòèííå. Ïðèïóñòèìî, ùî Sk iñòèííå. Iíøèìè ñëîâàìè, k3 − k
äiëèòüñÿ íà 3, òîìó k3−k = 3m äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëàm. Íåîáõi-
äíî äîâåñòè, ùî Sk+1 iñòèííå. Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî (k+1)3−(k+1) äiëèòüñÿ
íà 3, òîáòî iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî ω òàêå, ùî (k+1)3−(k+1) = 3ω. Çâåðíå-
ìî óâàãó íà íàòóðàëüíå ÷èñëî (k+1)3−(k+1). Ó äàíîìó âèïàäêó ñòðàòåãiÿ
ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá ïåðåòâîðèòè (k + 1)3− (k + 1) òàêèì ÷èíîì, ùîá áóëà
ìîæëèâiñòü âèêîðèñòàòè íàøi çíàííÿ ïðî k (à ñàìå, ùî k3 − k=3m).

Îòæå,

(k + 1)3 − (k + 1) = k3 + 3k2 + 3k + 1− (k + 1) = (k3 − k) + (3k2 + 3k) =

= 3m+ 3(k2 + k) = 3ω

äå ω = m + (k2 + k). Òàêèì ÷èíîì, (k + 1)3 − (k + 1) äiëèòüñÿ íà 3, i,
òâåðäæåííÿ Sk+1 iñòèííå. Òîìó, çà iíäóêöi¹þ, Sn iñòèííå äëÿ âñiõ n.

Ïðèêëàä 1.4. Ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî ïëîùèíà, ðîçäiëåíà íà îáëàñòi áóäü-
ÿêèì ÷èñëîì ðiçíèõ ïðÿìèõ ëiíié, ìîæå áóòè ðîçôàðáîâàíà ÷îðíîþ i áiëîþ
ôàðáîþ òàêèì ÷èíîì, ùî áóäü-ÿêi äâi îáëàñòi, ÿêi ìàþòü ñïiëüíó ìåæó,
áóäóòü ïîôàðáîâàíi â ðiçíi êîëüîðè, ÿê çîáðàæåíî íà ìàë. 1.2.

Îñêiëüêè ó ôîðìóëþâàííi çàäà÷i çàïèòó¹òüñÿ ïðî âñi ìîæëèâi âèïàäêè
ðîçòàøóâàííÿ îáëàñòåé i ëiíié, öå ïðèçâîäèòü äî íåñêií÷åííî âåëèêîãî ÷è-
ñëà ìîæëèâîñòåé. Ïðèíöèï iíäóêöi¨ ¹ íàéáiëüø ïiäõîäÿùèì äëÿ âèðiøåííÿ
çàâäàíü çàçíà÷åíîãî òèïó.

Ó íàñ ¹ âèáið: àáî äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêi m òàêèõ îáëàñòåé ìîæíà ðîç-
ôàðáóâàòè çàçíà÷åíèì ÷èíîì, àáî äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêå ÷èñëî îáëàñòåé,
óòâîðåíèõ çà äîïîìîãîþ m ïðÿìèõ ëiíié, ìîæíà ðîçôàðáóâàòè ïîòðiáíèì
÷èíîì. Ó êîæíîìó ç öèõ âèïàäêiâ ïîêàæåìî, ùî ðèñóíîê ìîæå áóòè ðîç-
ôàðáîâàíèé ïîòðiáíèì ÷èíîì. Ó ïåðøîìó âèïàäêó ïîêàæåìî, ùî äîâåäå-
ííÿ çà iíäóêöi¹þ ïðîâîäèòüñÿ ïî ÷èñëó îáëàñòåé. Ó äðóãîìó âèïàäêó ìè
ñêàæåìî, ùî äîâåäåííÿ çà iíäóêöi¹þ ïðîâîäèòüñÿ ïî ÷èñëó ïðÿìèõ ëiíié.
Äàëi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ÷èñëî ëiíié, âêàçàíèõ íà ðèñóíêó.
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Ðèñ. 1.1:

Çàôàðáîâàíi îáëàñòi

Íåõàé P (m) � òâåðäæåííÿ, ùî ðèñóíîê, âèêîíàíèé ç âèêîðèñòàííÿì m
ëiíié, ìîæå áóòè ðîçôàðáîâàíèé íåîáõiäíèì ÷èíîì (òîáòî çà äîïîìîãîþ
÷îðíîãî i áiëîãî êîëüîðiâ, i ïðè öüîìó íiÿêi ñóñiäíi îáëàñòi, ÿêi ìàþòü ñïiëü-
íó ÷àñòèíó ìåæi, íå áóäóòü ïîôàðáîâàíi â îäèí i òîé æå êîëið).

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî M = N , òî ðèñóíîê, óòâîðåíèé áóäü-ÿêèì ÷èñëîì
ëiíié, ìîæå áóòè ïîòðiáíèì ÷èíîì ðîçôàðáîâàíèì. M ⊆ N çà îçíà÷åííÿì.

(à) Ïîêàæåìî, ùî 1 ∈ M . Öå ðiâíîñèëüíî òîìó, ùî P (1) iñòèííî, òîáòî
ðèñóíîê, çðîáëåíèé çà äîïîìîãîþ òiëüêè îäíi¹¨ ëiíi¨, ìîæå áóòè ðîçôàð-
áîâàíèé. Ç ãåîìåòði¨ âiäîìî, ùî ëiíiÿ, ïðîâåäåíà â ïëîùèíi, äiëèòü ¨¨ íà
äâi îáëàñòi. Çàôàðáó¹ìî îäíó ç íèõ â ÷îðíèé êîëið, à iíøó � â áiëèé, ÿê
ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.2.. Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî, ùî 1 ∈M .

Ðèñ. 1.2:

Çàôàðáîâàíî ó âiäïîâiäíîñòi ç íàÿâíiñòþ îäíi¹¨ ëiíi¨ ó ïëîùèíi

(á) Ïîêàæåìî, ùî ç m ∈ M ñëiäó¹ m + 1 ∈ M . Ïðèïóñòèìî, ùî m �
íàòóðàëüíå ÷èñëî ç M . Öå îçíà÷à¹, ùî P (m) iñòèííî, i áóäü-ÿêèé ðèñóíîê,
âèêîíàíèé çà äîïîìîãîþ m ëiíié, ìîæå áóòè ïîòðiáíèì ÷èíîì ðîçôàðáîâà-
íèé. Ðîçãëÿíåìî íàòóðàëüíî ÷èñëî m+1. Íåîáõiäíî ïîêàçàòè, ùî P (m+1)
iñòèííî, àáî, ùî åêâiâàëåíòíî, ðèñóíîê, âèêîíàíèé ç âèêîðèñòàííÿì m+ 1
ëiíi¨, ìîæå áóòè ïîòðiáíèì ÷èíîì ðîçôàðáîâàíèé. Äëÿ öüîãî ìîæíà âè-
êîðèñòàòè "iíäóêòèâíó ãiïîòåçó à ñàìå: ïðèïóùåííÿ ïðî òå, ùî áóäü-ÿêèé
ðèñóíîê, âèêîíàíèé ç âèêîðèñòàííÿì m ëiíié, ìîæå áóòè ïîòðiáíèì ÷èíîì
ðîçôàðáîâàíèé.
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Ðèñ. 1.3:

ëiíié

Ðîçãëÿíåìî ðèñóíîê, âèêîíàíèé ç âèêîðèñòàííÿì m+ 1 ëiíi¨, ÿê çîáðà-
æåíî íà ðèñ. 1.2.

Òåïåð íàì ïîòðiáíî ñòâîðèòè ñèòóàöiþ, â ÿêié ìè çìîæåìî âèêîðèñòàòè
òîé ôàêò, ùî m ∈ M , àáî ùî áóäü-ÿêèé ðèñóíîê, âèêîíàíèé ç âèêîðè-
ñòàííÿì m ëiíié, ìîæå áóòè ðîçôàðáîâàíèé ïîòðiáíèì ÷èíîì. Äëÿ öüîãî
âèáåðåìî îäíó ç ëiíié, íàïðèêëàä, ëiíiþ L, i âèäàëèìî ¨¨. Îòðèìàíèé â
ðåçóëüòàòi ðèñóíîê ìiñòèòü òiëüêè m ëiíié, òîìó â ñèëó iíäóêòèâíîãî ïðè-
ïóùåííÿ (áóäü-ÿêèé ðèñóíîê, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç m ëiíié, ìîæå áóòè íå-
îáõiäíèì ÷èíîì ðîçôàðáîâàíèé), ìîæíà ïîòðiáíèì ÷èíîì ðîçôàðáóâàòè
ðèñóíîê íà ðèñ. 1.2.

Ðèñ. 1.4:

Çàôàðáîâàíî ó âiäïîâiäíîñòi ç íàÿâíiñòþ m ëiíié.

Òåïåð ïîâåðíåìî ëiíiþ L íà êîëèøí¹ ìiñöå i çìiíèìî êîëið êîæíî¨ îáëà-
ñòi ç îäíîãî áîêó ëiíi¨ L íà ïðîòèëåæíèé (÷îðíi îáëàñòi ñòàíóòü áiëèìè,
à áiëi � ÷îðíèìè), ÿê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.2. Öåé ðèñóíîê ðîçôàðáîâàíèé
íåîáõiäíèì ÷èíîì, òîìó êîæíi äâi ñóñiäíi îáëàñòi, ÿêi ïåðåáóâàëè ïî òîé
áiê âiä L, äå êîëüîðè áóëè çìiíåíi, ìàëè ðiçíi êîëüîðè ïî ðiçíi ñòîðîíè
ëiíi¨, îñêiëüêè êîëüîðè áóëè çìiíåíi íà ïðîòèëåæíi, òî êîëüîðè ïî ðiçíi
áîêè áóäü-ÿêî¨ òàêî¨ ìåæi çàëèøèëèñÿ ðiçíèìè. Çìiíè âíîñÿòü òiëüêè òi
ìåæi, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ âçäîâæ ëiíi¨ L, àëå ÿêùî L äiëèëà îáëàñòü, òî êîëið
áóâ çìiíåíèé ïî îáèäâi ñòîðîíè âiä L, ðîáëÿ÷è êîëüîðè ðiçíèìè ïî îáèäâi
ñòîðîíè âiä òàêî¨ ìåæi. Òàêèì ÷èíîì, öåé ðèñóíîê, âèêîíàíèé ç âèêîðèñòà-



14ííÿì m+1 ëiíi¨, ìîæå áóòè íåîáõiäíèì ÷èíîì ðîçôàðáîâàíèé. Îòðèìàíèé
ðåçóëüòàò îçíà÷à¹, ùî P (m+ 1) iñòèííî, òîáòî m+ 1 ∈M .

Ðèñ. 1.5:

Çàôàðáîâàíî ó âiäïîâiäíîñòi ç íàÿâíiñòþ m+ 1 ëiíié.

Îòæå, ìè äîâåëè ÷àñòèíè (à) i (á) ïðèíöèïó iíäóêöi¨. Òàêèì ÷èíîì,M =
N . Ó òàêèõ âèïàäêàõ, ÿê ïðàâèëî, ãîâîðÿòü, ùî iíäóêöi¹þ âñòàíîâëåíî
ðiâíiñòüM iN . Ìà¹ìî, ùî ðèñóíîê, âèêîíàíèé ç âèêîðèñòàííÿì áóäü-ÿêîãî
(ñêií÷åííîãî) ÷èñëà ëiíié, ìîæå áóòè ðîçôàðáîâàíèé ïîòðiáíèì ÷èíîì.

Iñíó¹ äâà iíøèõ åêâiâàëåíòíèõ âèçíà÷åííÿ ïðèíöèïó ìàòåìàòè÷íî¨ ií-
äóêöi¨. Âîíè åêâiâàëåíòíi âèõiäíîìó âèçíà÷åííþ â òîìó ñåíñi, ùî áóäü-ÿêà
ç òðüîõ ôîðì ìîæå áóòè âèêîðèñòàíà äëÿ äîêàçó äâîõ iíøèõ.

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó A = {3, 7, 8}. Öiëå ÷èñëî 3 âîëîäi¹ âiäíîñíî ìíî-
æèíè A óíiêàëüíîþ âëàñòèâiñòþ, à ñàìå: ÷èñëî 3 íàëåæèòü A i âîíî ìåíøå
àáî äîðiâíþ¹ êîæíîìó åëåìåíòó ìíîæèíè A. Ïðè öüîìó ãîâîðÿòü, ùî 3 �
íàéìåíøå öiëå ÷èñëî ìíîæèíè A. Íå êîæíà ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë ìà¹ íàé-
ìåíøå öiëå ÷èñëî. Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ íå ìà¹ íàéìåíøîãî öiëîãî ÷èñëà,
îñêiëüêè âîíà íå ìiñòèòü öiëèõ ÷èñåë âçàãàëi. Ìíîæèíà

C = {n : n ∈ Z, n = 5k, k =∈ N} = {...− 15,−10,−5, 0, 5, 10, 15...}.

íå ìà¹ íàéìåíøîãî öiëîãî ÷èñëà, òîìó, ÿêùî m � íàéìåíøå öiëå ÷èñëî
ìíîæèíè C, òî m = 5 · k äëÿ äåÿêîãî öiëîãî ÷èñëà k. Àëå öiëå ÷èñëî
s = 5k − 1 òàêîæ íàëåæèòü C i, ïðèðîäíî, s = 5k − 1 < 5k < m, òàê ùî
s < m, i öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ ïðî òå, ùî m � íàéìåíøå öiëå ÷èñëî
ìíîæèíè C.

Îçíà÷åííÿ 1.2. Íåõàé A � ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë. Öiëå ÷èñëî a ¹ íàèìåí-
øèì öiëèì ÷èñëîì ìíîæèíè A òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

a) a íàëåæèòü A (a ∈ A),

b) ÿêùî b íàëåæèòü A (b ∈ A), òî a < b.



15Òåîðåìà 1.7. ßêùî ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë ìà¹ ìàéìåíøå öiëå ÷èñëî, òî
òàêå ÷èñëî ¹äèíå.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî. Íåõàé, îáèäâà ÷èñëà a i
b ¹ íàéìåíøèìè åëåìåíòàìè ìíîæèíè À. Çà îçíà÷åííÿì íàéìåíøîãî åëå-
ìåíòà, a < b i b < a. Îòæå, a = b.

Òåïåð ñôîðìóëþ¹ìî äâà òâåðäæåííÿ, åêâiâàëåíòíèõ ïðèíöèïó iíäóêöi¨
(ÏÐÎÂÅÐÈÒÜ).

N5 (Ïðèíöèï ïîâíîãî âïîðÿäêóâàííÿ) Êîæíà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ìiñòèòü íàéìåíøèé åëåìåíò.

N6 (Äðóãèé ïðèíöèï iíäóêöi¨) Íåõàé P (n) � òâåðäæåííÿ, ÿêå âîëîäi¹
òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè.

a) ßêùî P (1) � iñòèííå, i

b) äëÿ äîâiëüíîãî k ç iñòèííîñòi P (m) äëÿ âñiõm < k ñëiäó¹ iñòèííiñòü
P (k),

òî P (n) iñòèííå äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ n.

Â ñèìâîëi÷íié ôîðìi ïðèíöèï iíäóêöi¨ ìà¹ âèãëÿä

(P (1) ∧ (∀k)(∀m < k)P (m))→ P (k))→ (∀n)P (n).

Ïðèêëàä âèêîðèñòàííÿ äðóãîãî ïðèíöèïó iíäóêöi¨ N6 áóäå íàâåäåíî
íèæ÷å ïðè äîâåäåííi òîãî, ùî êîæíå öiëå ÷èñëî ÿâëÿ¹ ñîáîþ äîáóòîê ïðî-
ñòèõ ÷èñåë. Íàñòóïíà òåîðåìà � ïðèêëàä òâåðäæåííÿ, ÿêå ìîæå çäàâàòèñÿ
çàíàäòî î÷åâèäíèì äëÿ ïðîâåäåííÿ éîãî äîâåäåííÿ, àëå îñêiëüêè ðîçãëÿ-
íóòà ìîäåëü öiëèõ ÷èñåë âèçíà÷åíà ñóêóïíiñòþ ïðàâèë, äëÿ íàøèõ "öiëèõ
÷èñåë" öi òâåðäæåííÿ ìîæóòü íå âèÿâèòèñÿ íàñòiëüêè î÷åâèäíèìè àáî íà-
âiòü iñòèííèìè. Ìè ìîæåìî âñòàíîâèòè öå, äîâîäÿ÷è âiäïîâiäíó òåîðåìó
ç âèêîðèñòàííÿì íàÿâíèõ ïðàâèë. Äîâåäåííÿ ¹ õîðîøèì ïðèêëàäîì âèêî-
ðèñòàííÿ ïðèíöèïó ïîâíîãî óïîðÿäêóâàííÿ N5. Âîíî ¹ òàêîæ ïðèêëàäîì
âèêîðèñòàííÿ ïðèíöèïó çâåäåííÿ äî àáñóðäó.

Òåîðåìà 1.8. Íå iñíó¹ òàêîãî íàòóðàëüíîãî a, ùî 0 < a < 1.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî. Íåõàé òàêå ÷èñëî iñíó¹, i
íåõàé S � ìíîæèíà âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ìiæ 0 i 1. Îñêiëüêè S íåïîðîæíÿ
ìíîæèíà, çà àêñiîìîþ N5 ìíîæèíà S ìà¹ íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî,
íàïðèêëàä, a. Äîìíîæèâøè íåðiâíiñòü 0 < a < 1 íà a, îòðèìà¹ìî 0 < a2 <
a. Òåïåð, îñêiëüêè a < 1, ìà¹ìî a2 < 1. Àëå öå ñóïåðå÷èòü òîìó ôàêòó, ùî
a � íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî ìåíøå çà 1. Òîáòî, S � ïîðîæíÿ ìíîæèíà,
i íå iñíó¹ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ìiæ 0 i 1.



16Íàñëiäîê 1.1. ßêùî b � öiëå ÷èñëî, òî íå iñíó¹ öiëîãî ÷èñëà a, ùî âîëîäi¹
âëàñòèâiñòþ b < a < b+ 1.

Àêñiîìè N4 i N6 ñôîðìóëüîâàíi äëÿ öiëèõ ÷èñåë, ïî÷èíàþ÷è ç 1, ç ïðî-
äîâæåííÿì óìîâ íà öiëi ÷èñëà, ùî áiëüøi çà 1. Àíàëîãi÷íi òåîðåìè iíäóêöi¨
ñïðàâåäëèâi äëÿ öiëèõ ÷èñåë, íå ìåíøèõ äåÿêîãî öiëîãî j, ÿêå ìîæå íå ñïiâ-
ïàäàòè ç 1. Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ îáãðóíòóâàííÿì iíäóêöi¨ äëÿ ïiäìíîæèíè
öiëèõ, íå îáîâ'ÿçêîâî íàòóðàëüíèõ, ÷èñåë.

Òåîðåìà 1.9 (Ïðèíöèï iíäóêöi¨ äëÿ öiëèõ ÷èñåë). Íåõàé P (n) � òâåðäæå-
ííÿ, ÿêå âîëîäi¹ òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè

a) P (j) � iñòèííå i

b) äëÿ äîâiëüíîãî k ≥ j, ÿêùî P (k) � iñòèííî, òî P (k + 1) iñòèííå.

Òîäi P (n) iñòèííî äëÿ êîæíîãî n ≥ j

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç àêñiîìè N4. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ïîêëà-
ñòè n = t− j + 1.

Äàëi â ïðèêëàäi äîâîäèòüñÿ òâåðäæåííÿ, ùî âêëþ÷à¹ íåðiâíiñòü. ×àñòî
â òàêié ñèòóàöi¨ äîâîäèòüñÿ âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíó âëàñòèâiñòü, ñôîð-
ìóëüîâàíó â òåîðåìi 1.5:

(a > b > 0) ∧ (c > d > 0)⇒ ac > bd

Ïðèêëàä 1.5. Çà äîïîìîãîþ ïðèíöèïó iíäóêöi¨ äëÿ öiëèõ ÷èñåë, íåîáõiäíî
äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî öiëîãî ÷èñëà n ≥ 4 ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü n! > 2n.

Ïðè âèêîðèñòàííi iíäóêöi¨ çà n, ó äàíîìó âèïàäêó, íå ìîæíà ïî÷èíàòè ç
n = 1, îñêiëüêè òâåðäæåííÿ äëÿ n = 1 íåâiðíå. Ïî÷àòêîâîþ òî÷êîé ïîâèííî
áóòè n = 4, òàê ÿê òâåðäæåííÿ íåâiðíå òàêîæ äëÿ n = 2 i n = 3.

Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì, ïðèéíÿòèìè äëÿ ïðèíöèïó iíäóêöi¨ äëÿ öiëèõ ÷è-
ñåë, ìà¹ìî: j = 4, P (n) � òâåðäæåííÿ "n! > 2n". Ñïî÷àòêó äîâåäåìî òâåð-
äæåííÿ äëÿ n = 4. Ïðè n = 4 ìà¹ìî 4! = 24 i 24 = 16, òàê ùî 4! > 24.

Çà iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì ìà¹ìî

k! > 2k. (1.7)

Íàì íåîáõiäíî äîâåñòè, ùî

(k + 1)! > 2k+1. (1.8)

Çàóâàæèìî, ùî ðåçóëüòàò (1.8) ìîæíà îòðèìàòè, ÿêùî äîìíîæèòè ëiâó
÷àñòèíó íåðiâíîñòi (1.7) íà k+ 1, à ïðàâó � íà 2. Òîìó, ÿêùî ìè ïîêàæåìî,



17ùî k + 1 > 2, òî îòðèìà¹ìî k! > 2k i k + 1 > 2, òà çìîæåìî çðîáèòè
âèñíîâîê ùîäî ñïðàâåäëèâîñòi íåðiâíîñòi (1.8). Îñêiëüêè k ≥ 4, òî k > 2.
Îòæå, (k + 1) ∗ k! = 2 ∗ 2k i (k + 1)! > 2k+1. Òàêèì ÷èíîì, n! > 2n äëÿ
êîæíîãî n ≥ 4.

Âïðàâè

1 Äîâåñòè, ùî 1 + 4 + 7 + 10 + . . .+ (3n− 2) = n(3n−1)
2 .

2 Äîâåñòè, ùî 1
1·3 + 1

3·5 + 1
5·7 + 1

7·9 + . . .+ 1
2n−1·2n+1 = n

2n+1 .

3 Äîâåñòè, ùî 1 + 2 + 22 + 23 + . . .+ 2n−1 = 2n − 1.

4 Äîâåñòè, ùî 1 + r + r2 + r3 + . . .+ rn−1 = 1−rn
1−r .

5 Äîâåñòè, ùî 1 + 3 + 5 + 7 + . . .+ (2n− 1) = n2.

6 Äîâåñòè, ùî
n∑

i=1

i3 = n2(n+1)2

4 .

7 Äîâåñòè, ùî
n∑

i=1

i(i+ 1) = n(n+1)(n+2)
3 .

8 Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n âèçíà÷èìî an ÿê a1 = 0 i ak+1 = ak · a. Äîâå-
äiòü, ùî am+n = am · an.

9 Âèêîðèñòàéòå ìàòåìàòè÷íó iíäóêöiþ äëÿ äîâåäåííÿ (ab)k = ak · bk.

10 Âèêîðèñòàéòå ìàòåìàòè÷íó iíäóêöiþ äëÿ äîâåäåííÿ n2 > 2n + 1 ïðè
n ≥ 3.

11 Âèêîðèñòàéòå ìàòåìàòè÷íó iíäóêöiþ äëÿ äîâåäåííÿ 2n > n2 ïðè n ≥ 5.

12 Çíàéäiòü íàéáiëüøó ìíîæèíó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, äëÿ ÿêî¨ 2n > n!
iñòèííî. Äîâåäiòü iñòèííiñòü òâåðäæåííÿ.

13 Äîâåäiòü, ùî êîæíå öiëå ÷èñëî n ≥ 8 ìîæå áóòè çàïèñàíèì ÿê 3m+ 5k
äëÿ äåÿêèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë k, m.

14 Äîâåäiòü, ùî äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà 4n

n+1 <
(2n)!
(n!)2 ïðè n ≥ 2.

15 Äîâåäiòü, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî öiëîãî ÷èñëà a i íàòóðàëüíèõ ÷èñåë m, n
ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü amn = am · an.

16 Âèêîðèñòàéòå ìàòåìàòè÷íó iíäóêöiþ äëÿ äîâåäåííÿ n! > n3 äëÿ âñiõ
n ≥ 6.



1817 Âèêîðèñòàéòå ìàòåìàòè÷íó iíäóêöiþ äëÿ äîâåäåííÿ(
1− 1

4

)
·
(

1− 1

9

)
·
(

1− 1

16

)
· . . . ·

(
1− 1

n2

)
=
n+ 1

2n

ïðè n ≥ 2.

18 Äîâåäiòü, ÿêùî W � íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ìíîæèíè Z òà iñíó¹ öiëå
÷èñëî x òàêå, ùî x < w äëÿ âñiõ w çW , òîW ìà¹ íàéìåíøèé åëåìåíò.

19 Âèçíà÷èìî
n⋃

i=1

Ai òàêèì ÷èíîì
1⋃

i=1

Ai = A1 òà
k+1⋃
i=1

Ai =

(
k⋃

i=1

Ai

)⋃
Ak+1.

Âèçíà÷èìî
n⋂
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20 Âèêîðèñòîâóþùè âèùå íàâåäåíi îçíà÷åííÿ, äîâåäiòü, ùî
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1.3. Ïîäiëüíiñòü

Áàãàòî öiëèõ ÷èñåë ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê äîáóòîê ìåíøèõ ÷èñåë. Âà-
æëèâi õàðàêòåðèñòèêè é âiäíîøåííÿ öiëèõ ÷èñåë ìîæóòü áóòè îòðèìàíi íà
îñíîâi àíàëiçó ¨õíüî¨ ñòðóêòóðè ç ïîãëÿäó ¨õ ìíîæíèêiâ.

Îçíà÷åííÿ 1.3. Öiëå ÷èñëî a ¹ êðàòíå ÷èñëà b, ÿêùî a = bm äëÿ äåÿêîãî
öiëîãî ÷èñëà m. Íåíóëüîâå öiëå ÷èñëî b äiëèòü öiëå ÷èñëî a, ùî ïîçíà-
÷à¹òüñÿ ÿê b|a, ÿêùî a ¹ êðàòíå b. Öiëå ÷èñëî b, ùî äiëèòü öiëå ÷èñëî a,
íàçèâà¹òüñÿ äiëüíèêîì ÷èñëà a.

Çà îçíà÷åííÿì, 9|27, îñêiëüêè 27 = 9 · 3, àëå 5 íå äiëèòü 12, òîìó ùî
íå iñíó¹ öiëîãî ÷èñëà m òàêîãî, ùî 12 = 5m. Öiëi ÷èñëà 1, 2, 3, 4, 6 i 12, i
òiëüêè âîíè, ¹ äîäàòíiìè äiëüíèêàìè ÷èñëà 12. Öiëi ÷èñëà −1, −2, −3, −4,
−6 i −12 òàêîæ ¹ äiëüíèêàìè ÷èñëà 12.

Òåîðåìà 1.10. Íåõàé a, b i c - öiëi ÷èñëà. Òîäi



191. a|a äëÿ áóäü-ÿêîãî a.

2. Äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b i c ç a|b i b|c ñëiäó¹ a|c.

3. Äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b i c ìà¹ìî: b|a i b|c òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè (b|m ·
a+ n · c) äëÿ âñiõ öiëèõ ÷èñåë m i n.

Äîâåäåííÿ. 1. a = a · 1.

2. ßêùî a|b i b|c, òî b = a·m i c = b·n. Îòæå, c = b·n = (a·m)·n = a·(m·n)
i a|c.

3. Ïðèïóñòèìî, ùî b|a é b|c. Òîäi a = b · p i c = b · q äëÿ äåÿêèõ öiëèõ
÷èñåë p i q. Îòæå, m · a+ n · c = m(b · p) + n(b · q) = b · (m · p+ n · q).
Îáåðíåíî, ïðèïóñòèìî, ùî b|(m · a+ n · c) äëÿ âñiõ öiëèõ ÷èñåë m i n.
Òîäi, ÿêùî m = 1, n = 0, ìà¹ìî b|a. ßêùî m = 0 i n = 1, ìà¹ìî b|c.

Òåîðåìà 1.11. ßêùî a i b � íàòóðàëüíi ÷èñëà é a|b, òî a ≤ b.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè íåîáõiäíî âèêîðèñòàòè ïóíêò ã) òåîðå-
ìè 1.5.

Íàñëiäîê 1.2. ßêùî äëÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë a i b âèêîíó¹òüñÿ a|b i b|a,
òî a = b.

Òåîðåìà 1.12. ßêùî a i b � öiëi ÷èñëà i a|b òà b|a, òî a = b àáî a = −b.

Äîâåäåííÿ. ßêùî a > 0 i b > 0, òî â ñèëó íàñëiäêó 1.2 ìà¹ìî a = b. ßêùî
a < 0 i b > 0, òî −a > 0 i (−a)|b, i b|(−a), òàê ùî b = −a àáî a = −b.
Ñïðàâåäëèâiñòü òâåðäæåííÿ òåîðåìè ó âèïàäêó a > 0 i b < 0 ¹ íàñëiäêîì
ñèìåòði¨. Äîâåäåííÿ âèïàäêó a < 0 i b < 0 íàäà¹òüñÿ ÷èòà÷åâi.

Ç íàâåäåíèõ âèùå òåîðåì ñëiäó¹, ùî äëÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë âiäíîøåí-
íÿ "äiëèòü"¹ ðåôëåêñèâíèì, àíòèñèìåòðè÷íèì i òðàíçèòèâíèì, òîìó âîíî
¹ ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì íà ìíîæèíi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Çâåðíiòü óâàãó, ùî
âiäíîøåííÿ ïîäiëüíîñòi íå ¹ âiäíîøåííÿì ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó íà ìíîæè-
íi öiëèõ ÷èñåë, òîìó ùî "äiëèòü"íå ¹ íà ìíîæèíi öiëèõ ÷èñåë àíòèñèìå-
òðè÷íèì âiäíîøåííÿì. Íàñòóïíà òåîðåìà ïîÿñíþ¹ äiþ, ùî çóñòði÷à¹òüñÿ â
åëåìåíòàðíié àðèôìåòèöi. Íàòóðàëüíå ÷èñëî a ìîæíà ðîçäiëèòè íà íàòó-
ðàëüíå ÷èñëî b i îäåðæàòè îñòà÷ó r, ùî ìåíøå, íiæ b. Íàïðèêëàä, ÿêùî 31
ðîçäiëèòè íà 9, îäåðæèìî ÷àñòêó 3 i îñòà÷ó 4. Íàïðèêëàä, 31 = 3 · 9 + 4,
äå 4 < 9. Äîâåäåííÿ íàñòóïíî¨ òåîðåìè òàêîæ ¹ iëþñòðàöi¹þ ïðèíöèïó
ïîâíîãî âïîðÿäêóâàííÿ (ÏÐÎÂÅÐÈÒÜ).



20Òåîðåìà 1.13 (Àëãîðèòì äiëåííÿ). Äëÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë a i b iñíóþòü
¹äèíi íåâiä'¹ìíi öiëi ÷èñëà q i r, äå 0 ≤ r < b òàêi, ùî a = bq + r. Òàêi
öiëi ÷èñëà r i q íàçèâàþòüñÿ, âiäïîâiäíî, îñòà÷åþ é ÷àñòêîþ âiä äiëåííÿ
a íà b.

Äîâåäåííÿ. (ÏÐÎÂÅÐÈÒÜ ïî êîíñïåêòó) Íåõàé a i b - íàòóðàëüíi ÷èñëà.
Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó S âñiõ íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë, ùî ìàþòü âèä a− bq′
äëÿ íå öiëîãî ÷èñëà q′, òîáòî

S = {x : x = a− bq′, x ≥ 0, q′ ≥ 0}.

Ìíîæèíà S íå ïîðîæíÿ, îñêiëüêè äëÿ q′ = 0 ìà¹ìî a−bq′ = a−b·0 = a > 0,
òàê ùî a ∈ S. Ìíîæèíà S ìà¹ íàéìåíøèé åëåìåíò. Äiéñíî, ÿêùî 0 ∈ S,
âií i ¹ íàéìåíøèì åëåìåíòîì. Ó ïðîòèâíîìó âèïàäêó S ìiñòèòü òiëüêè
íàòóðàëüíi ÷èñëà i, âiäïîâiäíî äî ïðèíöèïó ïîâíîãî óïîðÿäêóâàííÿ N5 ìà¹
íàéìåíøèé åëåìåíò. Îñêiëüêè r′ íàëåæèòü S, íåõàé q′ - íåâiä'¹ìíå öiëå
÷èñëî òàêå, ùî r′ = a− bq′. ßêùî r′ ≥ b, òî r′′ = r′ − b ≥ 0 i

a− bq′ = r′,

a− bq′ − b = r′ − b,
a− b(q′ + 1) = r′′,

òàê ùî r′′ íàëåæèòü S. Êðiì òîãî, r′′ < r′, òîìó ùî

b > 0,

−b < 0,

r′ − b < r′ + 0 = r′.

Àëå r′′ < r′ i òå, ùî r′′ ∈ S, ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ, ùî r′ ¹ íàéìåíøèì
åëåìåíòîì ìíîæèíè S. Òàêèì ÷èíîì, 0 ≤ r′ < b. Ùîá äîâåñòè ¹äèíiñòü,
ïðèïóñòèìî, ùî a = bq + r = bq + s, äå 0 ≤ r ≤ s < b. Îñêiëüêè r ≥ 0, òî
−r ≤ 0. Îòæå, s − r < b + 0 = b. Àëå s − r = b(q − p), i çà òåîðåìîþ 1.11,
ÿêùî q − p íå äîðiâíþ¹ 0, òî s− r ≥ b. Îòæå, q − p = 0, q = p i r = s.

ßêùî a < b, òî q ïîâèííî äîðiâíþâàòè 0, ùîá âèêîíóâàëîñÿ a = bq + r,
äå 0 ≤ r < b i q ≥ 0. Íàïðèêëàä, äëÿ a = 4 i b = 7 àëãîðèòì äiëåííÿ
äà¹ q = 0 i r = a = 4, òàê ùî 4 = 7 · 0 + 4. Ó ñèëó ¹äèíîñòi q i r,
ÿêùî ìîæíà îäåðæàòè q i r ÿêèì-íåáóäü iíøèì ñïîñîáîì, ïðè÷îìó a =
bq + r, 0 ≤ r ≤ s < b i q ≥ 0, òî öi q i r ïîâèííi çáiãàòèñÿ ç òèìè,
ÿêi iñíóþòü âiäïîâiäíî äî òåîðåìè. Îñêiëüêè áóäü-ÿêèé äîäàòíié äiëüíèê
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íå ìîæå áóòè áiëüøå ñàìîãî öüîãî ÷èñëà, âñi äîäàòíi



21äiëüíèêè ÷èñëà n ìîæíà çíàéòè, ïåðåáèðàþ÷è âñi öiëi ÷èñëà âiä 1 äî n
i ïåðåâiðÿþ÷è, ÷è íå äiëÿòü âîíè n. Òàê, íàïðèêëàä, ìè âèçíà÷èëè, ùî
äîäàòíiìè äiëüíèêàìè ÷èñëà 12 ¹ ÷èñëà 1, 2, 3, 4, 6 i 12. Ñàìå òàê ìîæíà
ïîêàçàòè, ùî äîäàòíiìè äiëüíèêàìè ÷èñëà 90 ¹ 1, 2, 3, 5, 6, 9, 10, 15, 18, 30,
45 i 90. Ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî ÷èñëà 1, 2, 3 i 6 ¹ äiëüíèêàìè ÿê 12, òàê i 90.
×èñëà 1, 2, 3 i 6 íàçèâàþòüñÿ ñïiëüíèìè äiëüíèêàìè ÷èñåë 12 i 90. Áiëüøå
òîãî, 6 ¹ íàéáiëüøèé iç öèõ ñïiëüíèõ äiëüíèêiâ. Çâåðíåìî óâàãó, ùî çàãàëüíi
äiëüíèêè 1, 2, 3 i 6 ¹ òàêîæ äiëüíèêàìè íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà 6.
Ó êîíòåêñòi íàéáiëüøèõ ñïiëüíèõ äiëüíèêiâ ðîçãëÿäàþòüñÿ òiëüêè äîäàòíi
äiëüíèêè.

Îçíà÷åííÿ 1.4. Íàòóðàëüíå ÷èñëî d íàçèâà¹òüñÿ ñïiëüíèì äiëüíèêîì ÷è-
ñåë a i b, ÿêùî d|a i d|b.

Îçíà÷åííÿ 1.5. Íàòóðàëüíå ÷èñëî d íàçèâàþòü íàéáiëüøèì ñïiëüíèì
äiëüíèêîì öiëèõ ÷èñåë a i b, ÿêùî

a) d|a i d|b, òà

b) iç c|a i c|b ñëiäó¹ c|d.

Íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ÷èñåë a i b ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç ÍÑÄ (a,
b). Àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà íàâåäåíèé ó
ðîçäiëi 2.3.

Òåîðåìà 1.14. ßêùî d i c � íàéáiëüøi ñïiëüíi äiëüíèêè öiëèõ ÷èñåë a é b,
òî = d; iíàêøå êàæó÷è, iñíó¹ ¹äèíèé ñïiëüíèê äiëüíèê äëÿ íàòóðàëüíèõ
÷èñåë a i b.

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà d|c i c|d. Îòæå,
= d àáî = −d. Îñêiëüêè i d � îáî¹ äîäàòíi, òî = d.

Òåîðåìà 1.15. Íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê íàòóðàëüíèõ ÷èñåë a i b
iñíó¹. Òàêèé íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ìîæå áóòè çàïèñàíèé ó âè-
ãëÿäi

u · a+ v · b
äëÿ äåÿêèõ öiëèõ ÷èñåë u i v. Êðiì òîãî, íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê �
öå íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî òàêîãî âèäó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé S � ìíîæèíà âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ùî ìàþòü ôîðìó
na+mb. Íåõàé d = ua+ vb � íàéìåíøèé åëåìåíò ìíîæèíè S. Òîäi d ≤ a,
òîìó ùî = 1 · a + 0 · b íàëåæèòü S. Êðiì òîãî, a = qd + r äëÿ äåÿêèõ q i
r, äå q > 0 i 0 ≤ r < d. Îòæå, a = q(ua + vb) + r. Âèðiøóþ÷è âiäíîñíî r,



22îäåðæó¹ìî, r = (1− qu)a+ (−v)qb, òàê ùî r íàëåæèòü S àáî r = 0. Àëå r
ìåíøå, íiæ d, ùî, ó ñâîþ ÷åðãó, ¹ íàéìåíøèì åëåìåíòîì ìíîæèíè S, òàê
ùî r = 0. Òîìó d|a. Àíàëîãi÷íî, d|b. ßêùî c � äîâiëüíèé äiëüíèê ÷èñåë a
i b, òî çà òåîðåìîþ 1.10 ÷àñòèíà (â) c|d, îñêiëüêè d = ua + vb. Îòæå, d �
íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ÷èñåë a i b.

Àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ u i v íàâåäåíèé ó ðîçäiëi 2. Âëàñòèâîñòi íàéáiëü-
øîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà, ÿêi ñôîðìóëüîâàíi â íàñòóïíié òåîðåìi, áóäóòü
âèêîðèñòàíi íàäàëi.

Òåîðåìà 1.16. . ßêùî a = bq + c, òî ÍÑÄ(a,b) = ÍÑÄ (b, ñ); iíàêøå
êàæó÷è, êîæíèé äiëüíèê a i b ¹ äiëüíèêîì b i c, i îáåðíåíî.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé e= ÍÑÄ (a ,b) i f= ÍÑÄ (b,c). Îñêiëüêè e|a i e|b, òî
ïî òåîðåìi 1.10 (â) ìà¹ìî e|c, òîìó ùî c = a − bq. Òîäi, çà îçíà÷åííÿÿ
íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà e|f . Îáåðíåíî, îñêiëüêè f |b i f |c, òî ïî
òåîðåìi 1.10 (â) f |a. Çà îçíà÷åííÿì íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà f |e.
Îòæå, e = f .

Òåîðåìà 1.17. ßêùî a, b i c � öiëi ÷èñëà, ÍÑÄ(a, b) = 1 i a|bc, òî a|c.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ÍCÄ(a, b) = 1, òî iñíóþòü öiëi ÷èñëà u i v òàêi, ùî
au + bv = 1. Ïîìíîæèìî êîæíèé äîäàíîê íà c, îäåðæèìî cau + cbv = c.
Òîäi a|cau i a|cbv, òîìó ùî a|bc. Îòæå, a|c.

Îçíà÷åííÿ 1.6. ßêùî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê a i b ¹ 1, òî ÷èñëà a
i b íàçèâàþòüñÿ âçà¹ìíî ïðîñòèìè.

Áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åííÿ ñëiäó¹, ùî ÿêùî a i b � âçà¹ìíî ïðîñòi ÷èñëà,
òî iñíóþòü öiëi ÷èñëà u i v òàêi, ùî au + bv = 1. Ïîìiòèìî, ùî ÿêùî a i b
� íàòóðàëüíi ÷èñëà, òî ab êðàòíî i a, i b. ßêùî ðîçãëÿäàòè ìíîæèíó âñiõ
÷èñåë, êðàòíèõ a i b, òî âiäïîâiäíî äî ïðèíöèïó ïîâíîãî âïîðÿäêóâàííÿ N5
iñíó¹ íàéìåíøå êðàòíå ÷èñåë a i b. ßêùî c - íàéìåíøå êðàòíå ÷èñåë a i b,
a d � iíøå êðàòíå ÷èñåë a i b, òî c|d. Iíàêøå ãîâîðÿ÷è, iñíóþòü q i r òàêi,
ùî d = qc + r, äå r < c. Îñêiëüêè i a, i b äiëÿòü ÷èñëà d i c, âîíè òàêîæ
äiëÿòü r. Àëå òîäi r áóëî á êðàòíèì a i b, ùî ìåíøå, íiæ c, ùî ïðèâîäèòü
äî ïðîòèði÷÷ÿ. Òàêèì ÷èíîì, ìè ïðèõîäèìî äî íàñòóïíèõ îçíà÷åíü.

Îçíà÷åííÿ 1.7. Íàòóðàëüíå ÷èñëîm íàçèâà¹òüñÿ ñïiëüíèì êðàòíèì öiëèõ
÷èñåë a i b, ÿêùî a|m i b|m.

Îçíà÷åííÿ 1.8. Íàòóðàëüíå ÷èñëî m íàçèâà¹òüñÿ íàéìåíøèì ñïiëüíèì
êðàòíèì öiëèõ ÷èñåë a i b, ÿêùî

a) a|b i b|m, i



23b) ÿêùî a|n i b|n, òî m|n.

Íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå ÷èñåë a i b áóäåìî ïîçíà÷àòè ÍÑÊ(a, b).

Âèêîðèñòàííÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà ¹ êîðèñíèì ïðè çíàõî-
äæåííi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü âèäó ax + by = c àáî äëÿ äîâåäåííÿ, ùî òàêi
ðîçâ'ÿçêè íå iñíóþòü. Öå âèïëèâà¹ ç íàâåäåíî¨ íèæ÷å òåîðåìè.

Òåîðåìà 1.18. Ðiâíÿííÿ ax + by = c, äå a, b i c � öiëi ÷èñëà, ìà¹ öiëèé
ðîçâ'ÿçîê (òîáòî iñíóþòü öiëi ÷èñëà x i y òàêi, ùî ax + by = c) òîäi é
òiëüêè òîäi, êîëè c äiëèòüñÿ íà N =ÍÑÄ(a, b). ßêùî c äiëèòüñÿ íà N ,
òî ðîçâ'ÿçîê ax+ by = c ìà¹ âèãëÿä

x0 =
u · c
N

y0 =
v · c
N

äå u i v � áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ N = au+ bv.

Äîâåäåííÿ. Âiäîìî, ùî iñíóþòü öiëi ÷èñëà u i v òàêi, ùî au+ bv = ÍÑÄ(a,
b). ßêùî c äiëèòüñÿ íà ÍÑÄ (a, b), òî c = e· ÍÑÄ(a, b) äëÿ äåÿêîãî öiëîãî
÷èñëà e. Îòæå, aue + bve = e·ÍÑÄ(a, b) = c, òàê ùî x = ue i y = ve �
ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ. Îáåðíåíî, ÿêùî iñíóþòü x i y òàêi, ùî a + by = c, òî,
îñêiëüêè ÍÑÄ(a, b) äiëèòü ÿê a, òàê i b, âií äiëèòü a + by, îòæå, äiëèòü
c.

Âïðàâè

1 Çíàéäiòü äîäàòíi äiëüíèêè êîæíîãî ç íàñòóïíèõ öiëèõ ÷èñåë: à) 54; á) 63;
â) 72; ã) 73; ä) 74.

2 Äëÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë a é b çíàéäiòü íåâiä'¹ìíå öiëi ÷èñëà q i r, äå
0 ≤ r < b òàêi, ùî a = bq + r. à) à = 54, b = 27; á) à = 47, b = 47; â) à
= 93, b = 17; ã) à = 43, b= 8; ä) à = 33, b = 1.

3 Äëÿ äîäàòíèõ öiëèõ ÷èñåë a i b çíàéäiòü ÍÑÄ(a, b), ÍÑÊ(a,b) i ÍÑÄ(a,b)·
ÍÑÊ(a, b), ÿêùî âîíè âèçíà÷åíi. à) à = 54, b = 27; á) à = 17, b = 0;
â) à = 6, b = 15; ã) à = 12, b = 16; ä) à = 33, b = 1.

4 Äîâåäiòü àáî ñïðîñòóéòå òâåðäæåííÿ: äëÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë a i b
ÍÑÄ(a, b)≤ÍÑÊ(a, b).

5 ßêùî a = 0 àáî b = 0, òî ùî ìîæíà áóëî á ïðèéíÿòè â ÿêîñòi ÍÑÊ(a,
b)? Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå.



246 Äîâåäiòü, ùî äëÿ âçà¹ìíî ïðîñòèõ ÷èñåë a é b i çàäàíîãî öiëîãî ÷èñëà n
iñíóþòü öiëi ÷èñëà x i y òàêi, ùî ax+ by = n.

7 Äîâåäiòü, ùî äëÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë a i b, ÿêùî > b, òî ÍÑÄ(à,b) =
ÍÑÄ(a-b,b).

8 Ðîçãëÿíåìî òåîðåìó: ÿêùî öiëi ÷èñëà a i b òàêi, ùî a|b i b|, òî a = b àáî
a = −b. Äîâåäiòü, ùî öÿ òåîðåìà òàêîæ ñïðàâåäëèâà ó âèïàäêó, êîëè
a < 0 i b < 0.

1.4. Ïðîñòi ÷èñëà

Î÷åâèäíî, ùî êîæíå öiëå ÷èñëî a äiëèòüñÿ ñàìå íà ñåáå i íà 1, òîìó ùî
a = 1 · a. Êîæíå öiëå ÷èñëî äiëèòü 0, àëå 0 íå äiëèòü íiÿêå öiëå ÷èñëî. Äëÿ
äåÿêèõ çàäà÷ òåîði¨ ÷èñåë íåîáõiäíî çíàòè, ÷è ìà¹ äåÿêå êîíêðåòíå öiëå
÷èñëî äiëüíèêè, âiäìiííi âiä íüîãî ñàìîãî i 1. Äåÿêi öiëi ÷èñëà íå ìîæóòü
áóòè ðîçêëàäåíi â äîáóòîê öiëèõ ÷èñåë, êðiì òðèâiàëüíîãî ñïîñîáó. Òàêi
öiëi ÷èñëà íàçèâàþòüñÿ ïðîñòèìè.

Îçíà÷åííÿ 1.9. Öiëå ÷èñëî, áiëüøå 1, íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòèì, ÿêùî âîíî íå
ìà¹ äîäàòíèõ äiëüíèêiâ, êðiì 1 i ñàìîãî ñåáå. Íàòóðàëüíå ÷èñëî, áiëüøå 1,
íàçèâà¹òüñÿ ñêëàäåíèì ÿêùî âîíî íå ¹ ïðîñòèì.

Ñåðåä ïåðøèõ 10 íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ¹ ÷îòèðè ïðîñòèõ ÷èñëà: 2, 3, 5 i 7.
Öiëi ÷èñëà 4 = 2 ·2, 6 = 2 ·3, 8 = 2 ·4, 9 = 3 ·3 i 10 = 2 ·5 ¹ ñêëàäåíèì. Îòæå,
ÿêùî n = r · s, äå 1 < r < n i 1 < s < n, òî n � ñêëàäåíå ÷èñëî. Çà îçíà-
÷åííÿì, öiëå ÷èñëî 1 íå ¹ íi ïðîñòèì, íi ñêëàäåíèì. ×èñëî 2 � ¹äèíå ïàðíå
ïðîñòå ÷èñëî. Âèçíà÷èòè, ÷è ¹ íåâåëèêå öiëå ÷èñëî ïðîñòèì, íàìàãàþ÷èñü
ðîçäiëèòè éîãî íà ìåíøi ïðîñòi ÷èñëà, ïîðiâíÿíî ëåãêî, òîìó ùî êiëüêiñòü
ìîæëèâèõ âàðiàíòiâ íåâåëèêa. Îäíàê, ïèòàííÿ ïðî òå, ÷è ¹ ïðîñòèì âåëèêå
öiëå ÷èñëî, ìîæå âèÿâèòèñÿ äîñèòü ñêëàäíèì. Íàñòóïíà òåîðåìà ïîêàçó¹,
ùî iñíó¹ íåñêií÷åííî áàãàòî ïðîñòèõ ÷èñåë. Äîâåäåííÿ òåîðåìè ÿâëÿ¹ êëà-
ñè÷íèé ïðèêëàä âèêîðèñòàííÿ ïðèíöèïó çâåäåííÿ äî àáñóðäó.

Òåîðåìà 1.19. [Åâêëiä] Iñíó¹ íåñêií÷åííî áàãàòî ïðîñòèõ ÷èñåë.

Äîâåäåííÿ. Äîïóñòèìî, ùî iñíó¹ ëèøå ñêií÷åíà êiëüêiñòü ïðîñòèõ ÷èñåë,
íàïðèêëàä, p1, p2, .., pk. Ðîçãëÿíåìî öiëå ÷èñëî (p1, p2, .., pk) + 1. Ïðè-
ïóñòèìî, ùî pr - äåÿêå ïðîñòå ÷èñëî, i pr|((p1, p2, .., pk) + 1). Àëå òîäi
pr|(p1, p2, .., pk), çâiäêè ñëiäó¹, ùî pr|1, à öå ïðèâîäèòü äî ïðîòèði÷÷ÿ, òîìó
ùî pr > 1. Îòæå, (p1, p2, .., pk) + 1 � ïðîñòå ÷èñëî, ùî, ó ñâîþ ÷åðãó, òàêîæ
¹ ïðîòèði÷÷ÿì, òîìó ùî öüîãî ÷èñëà íåìà¹ ñåðåä çàçíà÷åíî¨ êiíöåâî¨ ñó-
êóïíîñòi ïðîñòèõ ÷èñåë. Òàêèì ÷èíîì, íàøå ïðèïóùåííÿ ïðî òå, ùî iñíó¹



25ñêií÷åíà êiëüêiñòü ïðîñòèõ ÷èñåë, íåâiðíå, òîìó ïðîñòèõ ÷èñåë ïîâèííî áó-
òè íåñêií÷åííî áàãàòî.

Îñêiëüêè ðîçêëàä öiëèõ ÷èñåë íà ïðîñòi ìíîæíèêè ¹ âàæëèâîþ çàäà÷åþ,
íåîáõiäíî ìàòè øâèäêèé i ïðîñòèé ñïîñiá âèçíà÷åííÿ, ÷è ¹ äàíå íàòóðàëüíå
÷èñëî ïðîñòèì àáî ñêëàäåíèì. Íàñòóïíà òåîðåìà ïîêàçó¹, ùî äëÿ ïåðåâiðêè
ïðîñòîòè ÷èñëà íåîáõiäíî âèçíà÷èòè òiëüêè äåÿêi ç éîãî ìîæëèâèõ äiëüíè-
êiâ.

Òåîðåìà 1.20. ßêùî íàòóðàëüíå ÷èñëî n ¹ ñêëàäåíèì, òî n ìà¹ ïðîñòèé
äiëüíèê p òàêèé, ùî p2 < n.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé p - íàéìåíøèé ïðîñòèé äiëüíèê ÷èñëà n. ßêùî n ðîç-
êëàäà¹òüñÿ íà ìíîæíèêè p i s, òî p|r i p|s. Îòæå, p2 ≤ rs = n. Íàïðèêëàä,
ùîá âèçíà÷èòè, ÷è ¹ n = 521 ïðîñòèì, íåîáõiäíî ðîçãëÿíóòè òiëüêè ïðîñòi
÷èñëà, ÿêi ìåíøå àáî ðiâíi 22, òîìó ùî 222 = 484, à 232 = 529. Ïðîñòi ÷è-
ñëà, ìåíøi àáî ðiâíi 22, - öå 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 i 19. Ïåðåâiðÿþ÷è êîæíå ç
íèõ, çíàõîäèìî, ùî æîäíå ç íèõ íå äiëèòü 521. Òîìó 521 ¹ ïðîñòèì ÷èñëîì
ó ñèëó ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè. ßê ïîêàæå íàñòóïíà òåîðåìà, ïðîñòi ÷èñëà
óòâîðÿòü ìíîæèíó ñâîãî ðîäó áóäiâåëüíèõ áëîêiâ äëÿ öiëèõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 1.21. [Îñíîâíà òåîðåìà àðèôìåòèêè] Êîæíå íàòóðàëüíå ÷èñëî
àáî äîðiâíþ¹ 1, àáî ïðîñòå, àáî ìîæå áóòè çàïèñàíå ÿê äîáóòîê ïðîñòèõ
÷èñåë.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî q1q2...qn i p1p2...ps � äâà ñïîñîáè çàïèñó íà-
òóðàëüíîãî ÷èñëà m ÿê äîáóòêó ïðîñòèõ ÷èñåë. Ó äîâåäåííi òåîðåìè áó-
äå âèêîðèñòàíà iíäóêöiÿ ïî n, ÷èñëó ïðîñòèõ ñïiâìíîæíèêiâ â ïåðøîìó
äîáóòêó. ßêùî n = 1, òâåðäæåííÿ òåîðåìè ñïðàâåäëèâå. Ñôîðìóëþ¹-
ìî iíäóêòèâíå ïðèïóùåííÿ: íåõàé òâåðæåííÿ òåîðåìè ñïðàâåäëèâå, êîëè
q1q2...qk = p1p2...ps; ÿêùî m = q1q2...qk = p1p2...ps, òî k = s i äîáóòîê
¹äèíèé, àëå ç òî÷íiñòþ äî ïîðÿäêó ïðîñòèõ ñïiâìíîæíèêiâ. Ïðèïóñòèìî
òåïåð, ùî m = q1q2...qk+1 = p1p2...p

′
s Îñêiëüêè qk+1 äiëèòü p1p2...p′s, çâiäñè

ñëiäó¹, ùî qk+1 äiëèòü p1p2...p′s äëÿ äåÿêîãî 1 ≤ i ≤ s′. Ðîçäiëèìî îáèäâà
äîáóòêè íà qk+1 àáî âèêîðèñòà¹ìî âëàñòèâiñòü ñêîðî÷åííÿ (àêñiîìó 18). Òî-
äi q1q2...qk = p1p2...pi−1pi+1...p

′
s. Àëå ïî iíäóêöi¨ äî k = s′ − 1, i äîáóòîê

¹äèíèé ç òî÷íiñòþ äî ïîðÿäêó ïðîñòèõ ñïiâìíîæíèêiâ. Îòæå, äî k+1 = s′,
i ðîçêëàä íà ìíîæíèêè ÷èñëà m ¹äèíèé ç òî÷íiñòþ äî ïîðÿäêó ïðîñòèõ
ñïiâìíîæíèêiâ.

Íàïðèêëàä,

n = 39616304 = 2 · 13 · 7 · 2 · 23 · 13 · 2 · 13 · 2 · 7 =



26= 2 · 2 · 2 · 2 · 7 · 7 · 13 · 13 · 13 · 23

ÿâëÿþòü ñîáîþ äâà ðîçêëàäè íà ìíîæíèêè ÷èñëà n; îäíàê, ó êîæíîìó ç
äîáóòêiâ îäíî i òåæ ñàìå ïðîñòå ÷èñëî âèêîðèñòàíå îäíàêîâå ÷èñëî ðàç.
Ðiçíèòüñÿ òiëüêè ïîðÿäîê çàïèñó ïðîñòèõ ÷èñåë. Ôàêòè÷íî ¹ 12, 600 ði-
çíèõ ñïîñîáiâ ðîçêëàäó íà ìíîæíèêè ÷èñëà n ç âèêîðèñòàííÿì 10 ïðî-
ñòèõ ñïiâìíîæíèêiâ, îäíàê, êîæíèé òàêèé ðîçêëàä ìiñòèòü ðiâíî ÷îòèðè
äâiéêè, äâi ñiìêè, òðè ìíîæíèêè, ðiâíèõ 13, i îäèí, ðiâíèé 23. Çâè÷àéíî
ïðîñòi ìíîæíèêè ãðóïóþòü, âèêîðèñòîâóþ÷è åêñïîíåíöiàëüíèé çàïèñ. Íà-
ïðèêëàä, n = 24 · 72 · 133 · 231.

Íàñëiäîê 1.3. Êîæíå íàóòðàëüíå ÷èñëî, áiëüøå 1, ìîæå áóòè çàïèñàíî
¹äèíèì ÷èíîì ç òî÷íiñòþ äî ïîðÿäêó ó âèãëÿäi qk(1)qk(2)...qk(n) , äå k(1),
k(2), ..., k(n) � íàòóðàëüíi ÷èñëà.

Òåïåð çðîçóìiëî, ÷îìó 1 íå âõîäèòü ó ìíîæèíó ïðîñòèõ ÷èñåë. Ó ïðîòè-
ëåæíîìó âèïàäêó òåîðåìà ïðî ¹äèíè÷íiñòü ðîçêëàäó íà ïðîñòi ìíîæíèêè
áóëà á íåâiðíà. Ïðè âèâ÷åííi ðîçêëàäó ðiçíèõ öiëèõ ÷èñåë, âèêîðèñòîâóþ-
÷è ¨õ ïåðåäñòàâëåíÿ, äàíå â ïîïåðåäíüîìó íàñëiäêó, íàé÷àñòiøå äëÿ çðó-
÷íîñòi ïîçíà÷åííÿ äîïóñêà¹òüñÿ íóëüîâèé ñòóïiíü ïðîñòîãî ñïiâìíîæíèêà.
Çâè÷àéíî òàêà ïðàêòèêà íå ïðèâîäèòü äî ïëóòàíèíè, òîìó ùî ïðè q0i = i

çàâæäè qi ≥ 1. ßêùî ðîçêëàä íà ïðîñòi ìíîæíèêè âiäîìèé, òî ïðîñòi ÷èñëà,
ùî ôîðìóþòü ðîçêëàä íà ïðîñòi ìíîæíèêè áóäü-ÿêîãî äiëüíèêà öüîãî ÷è-
ñëà, óòâîðÿòü ïiäìíîæèíó, ùî âiäïîâiäà¹ ìíîæèíi äëÿ äiëåíîãî. Äîâåäåííÿ
äâîõ íàñòóïíèõ òåîðåì íàäà¹òüñÿ ÷èòà÷åâi.

Òåîðåìà 1.22. ßêùî a = p
a(1)
1 p

a(2)
2 ...p

a(k)
k i b|a, òî b = p

b(1)
1 p

b(2)
2 ...p

b(k)
k , äå

0 ≤ b(i) ≤ a(i) äëÿ âñiõ i; i íàâïàêè.

Òåîðåìà 1.23. Íåõàé a = p
a(1)
1 p

a(2)
2 p

a(3)
3 . . . p

a(k)
k i b = p

b(1)
1 p

b(2)
2 p

b(3)
3 ...p

b(k)
k ,

äå pi - ïðîñòi ÷èñëà, ÿêi äiëÿòü àáî a, àáî b, i äåÿêi ïîêàçíèêè ñòå-
ïåíÿ ìîæóòü áóòè ðiâíi 0. Íåõàé m(i) = min{a(i), b(i)} i M(i) =

max{a(i), b(i)} äëÿ 1 ≤ i ≤ k. Òîäi ÍÑÄ(a, b)=p
m(1)
1 p

m(2)
2 p

m(3)
3 ...p

m(k)
k i

ÍÑÊ(a, b)=p
M(1)
1 p

M(2)
2 p

M(3)
3 ...p

M(k)
k .

Çàñòîñó¹ìî òåîðåìó 1.23 ó âèïàäêó, êîëè a = 195000 i B = 10435750.
Ðîçêëàä íà ïðîñòi ìíîæíèêè ÷èñåë a i b ìàþòü âèãëÿä a = 233154131 i
b = 2153133191. Òàêèì ÷èíîì,

ÍÑÄ(195000,10435750)=2min(3,1)3min(1,0)5min(4,3)13min(1,3)19min(0,1) =
213053131190 = 2 · 53 · 13 = 3250,

ÍÑÊ(195000,10435750)=2max(3,1)3max(1,0)5max(4,3)13max(1,3)19max(0,1) =
233154133191 = 626145000.



27Íàñòóïíà òåîðåìà âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 1.23. Äîâåäåííÿ çàëèøà¹ìî ÷èòà-
÷ó.

Òåîðåìà 1.24. ßêùî a é b � íàòóðàëüíi ÷èñëà, òî ÍÑÄ(à,b)·ÍÑÊ(à, b)
= ab.

Âïðàâè

1. Ðîçêëàäiòü êîæíå ç íàñòóïíèõ öiëèõ ÷èñåë íà ïðîñòi ìíîæíèêè à) 728,
á) 1599 (âèêîðèñòîâóéòå ðiâíiñòü 1599 = 1600 - 1), â) 4899, ã) 131, ä)523.

2. Âèêîðèñòîâóéòå òåîðåìè äàíîãî ðîçäiëó äëÿ çíàõîäæåííÿ ÍÑÄ i ÍÑÊ
íàñòóïíèõ ïàð ÷èñåë: à) 162 i 12, á) 71 i 23, â) 72 i 30, ã) n! i (n + 2)!,
ä) 75 i 99.

3. Äâà ïðîñòèõ ÷èñëà a é b íàçèâàþòüñÿ ÷èñëàìè-áëèçíþêàìè, ÿêùî ði-
çíèöÿ ìiæ íèìè äîðiâíþ¹ 2, òîáòî ÿêùî a+ 2 = b. Íàïðèêëàä, 3 i 5 ¹
÷èñëàìè-áëèçíþêàìè. Çíàéäiòü òðè iíøi ïàðè ÷èñåë-áëèçíþêiâ.

4. ×è ¹ ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå äâîõ ïðîñòèõ ÷èñåë-áëèçíþêiâ ïðîñòèì ÷è-
ñëîì?

5. ßêùî a i b � ïðîñòi ÷èñëà, çâiäñè ñëiäó¹, ùî a2 + b2 - ïðîñòå ÷èñëî?

6. Ïîÿñíiòü, ÷îìó äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n âñi ÷èñëà n! + 1,
n! + 2, n! + 3, n! + 4, ... ,n! +n ¹ ñêëàäåíèìè. Ùî äàíèé ôàêò ãîâîðèòü
ïðî âiäñòàíü ìiæ ïðîñòèìè ÷èñëàìè?

7. Ïîêàæiòü, ùî ÷èñëà 479001603 i 479001607 íå ¹ ïðîñòèìè, âèêîðèñòî-
âóþ÷è ïîïåðåäíi âïðàâè i êàëüêóëÿòîð.

8. ßêùî p1, p2, p3, ...,pn � ïåðøi n ïîñëiäîâíèõ ïðîñòèõ ÷èñåë, òî ÷è ñëiäó¹
çâiäñè, ùî p1 · p2 · p3·, ..., ·n +1 (äîáóòîê ïåðøèõ n ïðîñòèõ ÷èñåë ïëþñ
îäèíèöÿ) ¹ ïðîñòå ÷èñëî. Îá ðóíòóéòå ñâîþ âiäïîâiäü.

9. Ïîêàæiòü, ùî íå iñíó¹ òðiéîê ïîñëiäîâíèõ íåïàðíèõ ÷èñåë, êîæíå ç
ÿêèõ ¹ ïðîñòèì, çà âèíÿòêîì òðiéêè (3,5,7).

10. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî p i q � ïðîñòi ÷èñëà, áiëüøi àáî ðiâíi 5, òo p+ q àáî
p− q äiëèòüñÿ íà 3 i, îòæå, p2− q2 äiëèòüñÿ íà 24. (Âêàçiâêà: p+ 2 àáî
p− 2 äiëèòüñÿ íà 3 i q − 2 àáî q + 2 äiëèòüñÿ íà 3.)



281.5. Ïîðiâíÿííÿ

Îçíà÷åííÿ 1.10. Íåõàé n � íàòóðàëüíå ÷èñëî. Öiëå ÷èñëî a ïîðiâíÿííî iç
öiëèì ÷èñëîì b ïî ìîäóëþ n, ùî ïîçíà÷à¹òüñÿ a ≡ b(modn), ÿêùî n äiëèòü
(a− b).

Òåîðåìà 1.25. Âiäíîøåííÿ ≡ äëÿ ôiêñîâàíîãî n ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâà-
ëåíòíîñòi íà ìíîæèíi öiëèõ ÷èñåë. Öå îçíà÷à¹, ùî

1. a ≡ a(mod n) äëÿ êîæíîãî öiëîãî ÷èñëà a;

2. ÿêùî a ≡ b(modn), òî b ≡ a(modn) äëÿ öiëèõ ÷èñåë a i b;

3. ÿêùî a ≡ b(modn) i b ≡ c(modn), òî a ≡ c(modn).

Îçíà÷åííÿ 1.11. Íåõàé n � íàòóðàëüíå ÷èñëî. Ìíîæèíà âñiõ êëàñiâ åêâi-
âàëåíòíîñòi ïî ìîäóëþ n ïîçíà÷à¹òüñÿ Zn i íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíîþ êëàñiâ
ëèøêiâ ïî ìîäóëþ n.

Êëàñè ëèøêiâ ïî ìîäóëþ n ÿâëÿþòü ñîáîþ íîâi îá'¹êòè. Âîíè ¹ êëà-
ñàìè åêâiâàëåíòíîñòi. Åëåìåíòè êîæíîãî êëàñó åêâiâàëåíòíîñòi ïîðiâíÿííi
ìiæ ñîáîþ çà ìîäóëåì n. Íàïðèêëàä, íåõàé n = 3. Ìà¹ìî òðè êëàñè åêâi-
âàëåíòíîñòi ïî ìîäóëþ 3, òàê ùî ìíîæèíà Z3 = {[0], [1], [2]} ìiñòèòü òðè
åëåìåíòè. Åëåìåíòè Z3 � êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi, òîáòî ìíîæèíè. Öi òðè
ìíîæèíè ìiñòÿòü 0, 1 i 2, âiäïîâiäíî, ÿê ñâî¨ iìåíà. Ó êîæíîìó iç öèõ êëà-
ñiâ åêâiâàëåíòíîñòi âñi åëåìåíòè ïîðiâíÿííi ìiæ ñîáîþ ïî ìîäóëþ 3, òàê
ùî a = b(mod3) òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè a i b íàëåæàòü òîìó ñàìîìó êëàñó
åêâiâàëåíòíîñòi � êëàñó ëèøêiâ. Òàêèì ÷èíîì,

[0] = ...− 6,−3, 0, 3, 6, 9...;

[1] = ...− 8,−5,−2, 1, 4, 7...;

[2] = ...− 7,−4,−1, 2, 5, 8....

Òåïåð íàì ïîòðiáíî âèçíà÷èòè îïåðàöi¨ ìiæ êëàñàìè ëèøêiâ ïî ìîäóëþ
n. Âiäíîøåííÿ ïîðiâíÿííîñòi ≡, ÿê ïiäêàçó¹ ñàìå ïîçíà÷åííÿ, ìà¹ áàãàòî
ñïiëüíîãî ç çàãàëüíèì âiäíîøåííÿì ðiâíîñòi. Àëå ç âiäíîøåííÿì ðiâíîñòi ïî
ìîäóëþ n çâ'ÿçàíî áiëüøå îáìåæåíü, ÷èì ç àíàëîãi÷íèì éîìó âiäíîøåííÿì
ðiâíîñòi.

Òåîðåìà 1.26. Âiäíîøåííÿ ïîðiâíÿííîñòi ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

a) ÿêùî a ≡ b(modn) i c ≡ d(modn), òî a + c ≡ b + d(modn) i ac =
bd(modn);



29b) ÿêùî a ≡ b(modmn), òî a ≡ b(modm) i a ≡ b(modn).

Äîâåäåííÿ. Ìè äîâåäåìî ïóíêò (à); ÷àñòèíó (á) ïðîïîíó¹ìî äîâåñòè ÷è-
òà÷ó. Çà îçíà÷åííÿì, ÿêùî a ≡ b(modn) i c ≡ d(modn), òî a − b = un i
c− d = vn äëÿ äåÿêèõ öiëèõ ÷èñåë u i v. Òàêèì ÷èíîì, (a+ c)− (b+ d) =
(a− b) + (c− d) = u · n+ v · n = (u+ v) · n äëÿ äåÿêèõ öiëèõ ÷èñåë u i v, i
a+ c ≡ b+ d(modn). Êðiì òîãî, a = b+ un i c = d+ vn, òàê ùî

ac = (b+(un))(d+(vn)) = bd+b(vn)+d(un)+uvn2 = bd+(bv+ud+uvn)n.

Òàêèì ÷èíîì, ac− bd = (bv + ud+ vun)n i ac = bd(modn).

Ïðèêëàä 1.6. Íåõàé n = 3.

1 ≡ 7(mod3),

2 ≡ −4(mod3).

Ç òåîðåìè 1.26 (à) ñëiäó¹, ùî 1 + 2 ≡ 7 + (−4)(mod3), à òàêîæ, ùî (1)(2) ≡
(7)(−4)(mod3), ùî âiðíî, îñêiëüêè 2− (−28) = 30 = 3 · 10 = 3 · k

Òåîðåìà 1.27. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n,

a) ÿêùî r = r′(modn), 0 ≤ r < n i 0 ≤ r′ < n, òî r = r′;

b) ÿêùî a � áóäü-ÿêå öiëå ÷èñëî i n - íàòóðàëüíå ÷èñëî, òî iñíó¹ öiëå
÷èñëî r, äå 0 ≤ r < n òàêå, ùî a ≡ r(modn). Öiëå ÷èñëî r � îñòà÷à
âiä äiëåííÿ a íà n, òîìó a = nq + r.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâàþòü áåçïîñåðåäíüî ç àëãîðèòìó
äiëåííÿ.

×àñòèíà (à) òâåðäæåííÿ òåîðåìè ãàðàíòó¹, ùî êëàñè ëèøêiâ ïî ìîäóëþ
n âîëîäiþòü òi¹þ âëàñòèâiñòþ, ùî êëàñè ëèøêiâ, ïîðîäæåíi íåâiä'¹ìíèìè
öiëèìè ÷èñëàìè, ìåíøèìè, íiæ n, ðiçíi. Òàêèì ÷èíîì, [0], [1], [2], ..., [n−2],
[n− 1] � ðiçíi ìíîæèíè ùîäî ïîðiâíÿííîñòi ïî ìîäóëþ n.

×àñòèíà (á) ïîêàçó¹, ùî êîæíå öiëå ÷èñëî a ïîðiâíÿííå ïî ìîäóëþ n ç
îäíèì iç öiëèõ ÷èñåë 0, 1, 2, ... , n−1. Îòæå, áóäü-ÿêå öiëå ÷èñëî a íàëåæèòü
îäíîìó ç n ðiçíèõ êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi [0], [1], ..., [n− 1].

Ïðîâåäåíå äîâåäåííÿ ñëóæèòü ïîÿñíåííÿì äî íàñòóïíî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 1.28. Íåõàé n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Òîäi Zn, ìíîæèíà
êëàñiâ ëèøêiâ ïî ìîäóëþ n, ñêëàäà¹òüñÿ òî÷íî ç n ðiçíèõ êëàñiâ ëèøêiâ
[0], [1], [2], ..., [n−1], ïðåäñòàâëåíèõ ðiçíèìè ëèøêàìè, ÿêi ìîæóòü áóòè
îòðèìàíi ïðè äiëåííi íà n. Êðiì òîãî, äëÿ 0 ≤ r < n, êëàñ ëèøêiâ [r]
ñêëàäà¹òüñÿ òî÷íî ç òèõ öiëèõ ÷èñåë a, äëÿ ÿêèõ a ≡ r(modn).



30Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ ïðîñòèì íàñëiäêîì ïîïåðåäíiõ òåîðåì, ÿêi, ïðîòå,
÷àñòî âèÿâëÿþòüñÿ êîðèñíèìè.

Òåîðåìà 1.29. ßêùî a = nq + r i b = nq′ + r′ äëÿ 0 ≤ r < n i 0 ≤ r′ < n,
òî r = r′ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè a ≡ b(modn).

Ó öiëîìó, ïðè ðîáîòi iç êëàñàìè ëèøêiâ ïî ìîäóëþ n áàæàíî äëÿ éîãî
ïîäàííÿ âèáðàòè â êëàñi íàéìåíøå íåâiä'¹ìíå öiëå ÷èñëî. Öå îñîáëèâî âà-
æëèâî äëÿ äîäàâàííÿ é ìíîæåííÿ êëàñiâ ëèøêiâ â Zn, îñêiëüêè íåîáõiäíî,
ùîá ñóìà i äîáóòîê óñå ùå ïðåäñòàâëÿëèñÿ öiëèìè ÷èñëàìè, ÿêi ïåðåáóâà-
þòü ìiæ 0 i n-1. Öå ïðèçâîäèòü äî íàñòóïíîãî îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.12. . Íåõàé Zn � ìíîæèíà êëàñiâ ëèøêiâ ïî ìîäóëþ n. Äëÿ
áóäü-ÿêîãî çàäàíîãî öiëîãî ÷èñëàm iñíó¹ öiëå ÷èñëî r òàêå, ùî 0 ≤ r ≤ n−1
i [m] = [r] àáî m ≡ r(modn). Ïðè öüîìó ãîâîðÿòü, ùî [[m]]n = r.

Ïðèêëàä 1.7. Äëÿ n = 5 îäåðæó¹ìî Z5 = {[0], [2], [3], [4]} = {[r] : 0 ≤ r <

5}.

Íà ìíîæèíi Zn ìîæíà âèçíà÷èòè îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ é ìíîæåííÿ. ßêùî
[] � êëàñ ëèøêiâ ïî ìîäóëþ n, ùî ìiñòèòü a, i [b] � êëàñ ëèøêiâ ïî ìîäóëþ
n, ùî ìiñòèòü b, òî äîäàâàííÿ é ìíîæåííÿ âèçíà÷èìî ñïiââiäíîøåííÿìè

[a]⊕ [b] = [a+ b] = [[a+ b]]n,

[a]� [b] = [a · b] = [[a · b]]n,
äå äîäàâàííÿ é ìíîæåííÿ â öåíòði é ïðàâîðó÷ çäiéñíþ¹òüñÿ ìiæ öiëèìè
÷èñëàìè, à äîäàâàííÿ é ìíîæåííÿ ëiâîðó÷ âèêîíó¹òüñÿ ìiæ êëàñàìè åêâi-
âàëåíòíîñòi. Âèêîðèñòàííÿ ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè ïîêàçó¹, ùî îïåðàöi¨ äîäà-
âàííÿ é ìíîæåííÿ òàêèõ êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi � êëàñiâ ëèøêiâ - âèçíà÷åíi
ïðàâèëüíî; òîáòî âèçíà÷åííÿ íå çàëåæèòü âiä ïðåäñòàâíèêiâ êëàñiâ ëèøêiâ.
Íàïðèêëàä, ÿêùî [a] = [c], òî ðåçóëüòàò äîäàâàííÿ íå ïîâèíåí çàëåæàòè
âiä òîãî, âèêîðèñòîâó¹ìî ìè [a] àáî [c]. Iíàêøå êàæó÷è, ÿêùî [a] = [c] i
[b] = [d], òî [a]⊕ [b] = [c]⊕ [d] i [a]� [b] = [c]� [d].

Ïðèêëàä 1.8. Äëÿ n = 5 i Z5 = {[0], [1], [2], [3], [4]} çíàõîäèìî, ùî [2] ⊕
[4] = [2 + 4] = [6] = [1], îñêiëüêè 6 ≡ 1(mod5); [2]� [4] = [2 · 4] = [8] = [3],
îñêiëüêè 8 ≡ 3(mod5).

Îá÷èñëþþ÷è âñi ìîæëèâi ñóìè é äîáóòêè, ìîæíà ñòâîðèòè òàáëèöi "äî-
äàâàííÿ"i "ìíîæåííÿ"äëÿ êëàñiâ ëèøêiâ ïî ìîäóëþ 5.
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Ðèñ. 1.6:

Òàáëèöi "äîäàâàííÿ"i "ìíîæåííÿ"äëÿ êëàñiâ ëèøêiâ ïî ìîäóëþ 5

Òåîðåìà 1.28 ïîêàçó¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ìíîæè-
íà öiëèõ ÷èñåë ìîæå áóòè ðîçáèòà íà n íåïåðåñi÷íèõ ìíîæèí, àáî êëàñiâ
åêâiâàëåíòíîñòi. Íàäàëi ìè ÷àñòî áóäåìî âåðòàòèñÿ äî öèõ ìíîæèí, öiêàâ-
ëÿ÷èñü ¨õíiìè ïðåäñòàâíèêàìè.

Îçíà÷åííÿ 1.13. . ßêùî b ≡ r(modn) äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, òî ãîâî-
ðÿòü, ùî r ¹ ëèøêîì ÷èñëà b ïî ìîäóëþ n. Ïîâíà ñèñòåìà ëèøêiâ ïî ìîäóëþ
n ¹ ìíîæèíà S = {r1, r2, ..., rn}, äå ïåðåðiç ìíîæèíè S ç êîæíèì êëàñîì
ëèøêiâ ïî ìîäóëþ n ìiñòèòü òî÷íî îäíå öiëå ÷èñëî, òîáòî S ìiñòèòü îäíî-
ãî é òiëüêè îäíîãî ïðåäñòàâíèêà ç êîæíîãî òàêîãî êëàñó ëèøêiâ. Ïîâíà
ñèñòåìà ëèøêiâ 0, 1, 2, ..., (n− 1) íàçèâà¹òüñÿ ïåðâèííîþ ñèñòåìîþ ëèøêiâ.
ßêùî b � öiëå ÷èñëî, b ≡ r(modn) i 0 ≤ r ≤ n−1, òî öåé ¹äèíèé ïåðâèííèé
ëèøîê ïî ìîäóëþ n ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç r = [[b]]n. Çâåäåíà ñèñòåìà ëèøêiâ
ïî ìîäóëþ n ¹ ïiäìíîæèíîþ ïîâíî¨ ñèñòåìè ëèøêiâ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ òiëü-
êè ç òèõ öiëèõ ÷èñåë, ÿêi ¹ âçà¹ìíî ïðîñòèìè ç n, ÍÎÄ(r, n) = N òîáòî
{r : r ∈ S, N = 1}.

Ïîâíà ñèñòåìà ëèøêiâ âèõîäèòü øëÿõîì âèáîðó îäíîãî öiëîãî ÷èñëà ç
êîæíîãî êëàñó ëèøêiâ [0], [1], ..., [n − 1] ìíîæèíè Zn. Îòæå, äëÿ n = 6,
{24, 7,−58, 40, 113} � ïîâíà ñèñòåìà ëèøêiâ ïî ìîäóëþ 6, òîìó ùî 24 ≡
0(mod6), òîìó 24 ∈ [0];
7 ≡ 1(mod6), òîìó 7 ∈ [1];
−58 ≡ 2(mod6), òîìó −58 ∈ [2];
15 ≡ 3(mod6), òîìó 15 ∈ [3];
40 ≡ 4(mod6), òîìó 40 ∈ [4];
113 ≡ 5(mod6), òîìó 113 ∈ [5].

Î÷åâèäíî, ùî {0, 1, 2, 3, 4, 5} ¹ ïîâíîþ (i ïðè òîìó ïåðâèííîþ) ñèñòåìîþ
ëèøêiâ ïî ìîäóëþ 6. Çà îíà÷åííÿì, [[24]]6 = 0 i [[−58]]6 = 2.

Îñêiëüêè âñi åëåìåíòè áóäü-ÿêîãî êëàñó ëèøêiâ ïî ìîäóëþ n ïîðiâíÿííi
îäèí ç iíøèì, àëå íå ¹ òàêèìè ñòîñîâíî åëåìåíòiâ iíøîãî êëàñó ëèøêiâ, êî-
æíå öiëå ÷èñëî ïîðiâíÿííå ðiâíî ç îäíèì åëåìåíòîì ïîâíî¨ ñèñòåìè ëèøêiâ.
Ïðîâåäåíi ìiðêóâàííÿ ïðèâîäÿòü äî íàñòóïíî¨ òåîðåìè.



32Òåîðåìà 1.30. ßêùî n � íàòóðàëüíå ÷èñëî, {r1, r2, ..., rn} � ïîâíà ñèñòå-
ìà ëèøêiâ ïî ìîäóëþ n i a - äåÿêå öiëå ÷èñëî, òî a ≡ rk(modn) äëÿ îäíîãî
é òiëüêè îäíîãî k, 1 ≤ k ≤ n.

Åëåìåíòè ïîâíî¨ ñèñòåìè ëèøêiâ {24, 7,−58, 15, 40, 113} i ïåðâèííî¨
(ïîâíî¨) ñèñòåìè ëèøêiâ {0, 1, 2, 3, 4, 5} ïî ìîäóëþ 6, ÿêi ¹ âçà¹ìíî ïðî-
ñòèìè ç n = 6, ìiñòÿòü ó ñîái, âiäïîâiäíî, ìíîæèíè {7, 113} i {1, 5}. Òîìó
îáèäâi îñòàííi ìíîæèíè ¹ çâåäåíèìè ñèñòåìàìè ëèøêiâ ïî ìîäóëþ 6. Ïðè
öüîìó ãîâîðÿòü, ùî {1, 5} ¹ ïåðâèííîþ çâåäåíîþ ñèñòåìîþ ëèøêiâ ïî ìî-
äóëþ 6.

Íàñòóïíà òåîðåìà ïîêàçó¹, ùî çâåäåíà ñèñòåìà ëèøêiâ ìiñòèòü áiëüøå
iñòîòíî¨ iíôîðìàöi¨ ïðî öiëi ÷èñëà ç Z, íiæ ñèñòåìà ÷èñåë, âçà¹ìíî ïðîñòèõ
ç n. Äîâåäåííÿ òåîðåìè íàäà¹òüñÿ ÷èòà÷åâi.

Òåîðåìà 1.31. Íåõàé n � íàòóðàëüíå ÷èñëî i r1, r2, ..., rk � çâåäåíà ñèñòå-
ìà ëèøêiâ ïî ìîäóëþ n. ßêùî a � öiëå ÷èñëî, âçà¹ìíî ïðîñòå ç n, òî
a ≡ rj(modn) äëÿ îäíîãî i òiëüêè îäíîãî j, 1 ≤ j ≤ k.

ßêùî äàíà îäíà ñèñòåìà ëèøêiâ, ¹ êiëüêà ñïîñîáiâ âiäòâîðèòè iíøi ñè-
ñòåìè ëèøêiâ. Îäèí çi ñïîñîáiâ ñêëàäà¹òüñÿ ç äîäàâàííÿ îäíîãî i òîãî æ
öiëîãî ÷èñëà äî êîæíîãî ç ëèøêiâ â ïîâíié ñèñòåìi ëèøêiâ. Iíøèé ñïîñiá
äåìîíñòðó¹ íàñòóïíà òåîðåìà. Äîâåäåííÿ íàäà¹òüñÿ ÷èòà÷åâi.

Òåîðåìà 1.32. Íåõàé n � íàòóðàëüíå ÷èñëî i {r1, r2, ..., rk} � ïîâíà [çâå-
äåíà] ñèñòåìà ëèøêiâ ïî ìîäóëþ n. ßêùî a � öiëå ÷èñëî, âçà¹ìíî ïðîñòå
ç n, òî {ar1, ar2, ..., ark} � òàêîæ ïîâíà [çâåäåíà] ñèñòåìà ëèøêiâ.

Îñêiëüêè ÍÑÄ (6 ,35) = 1, ìàþ÷è ïîâíó ñèñòåìó ëèøêiâ {0, 1, 2, 3, 4, 5}
i çâåäåíó ñèñòåìó ëèøêiâ {1, 5} ïî ìîäóëþ 6, îäåðæó¹ìî, ùî {35 · 0, 35 ·
1, 35 · 2, 35 · 3, 35 · 4, 35 · 5} i {35 · 1, 35 · 5} ¹, âiäïîâiäíî, ïîâíîþ i çâåäåíîþ
ñèñòåìàìè ëèøêiâ. Àëå

[[0]]6 = 0, [[35 · 0]]6 = [[0]]6 = 0;

[[1]]6 = 1, [[35 · 1]]6 = [[35]]6 = 5;

[[2]]6 = 2, [[35 · 2]]6 = [[70]]6 = 4;

[[3]]6 = 3, [[35 · 3]]6 = [[107]]6 = 3;

[[4]]6 = 4, [[35 · 4]]6 = [[140]]6 = 2;

[[5]]6 = 5, [[35 · 5]]6 = [[175]]6 = 1;

Òàêèì ÷èíîì, ó ðåçóëüòàòi ìíîæåííÿ êîæíîãî åëåìåíòà ri ïîâíî¨ àáî çâå-
äåííî¨ ñèñòåìè ëèøêiâ ïî ìîäóëþ n íà öiëå ÷èñëî a, âçà¹ìíî ïðîñòå ç n,



33îäåðæó¹ìî ïðåäñòàâíèêiâ òèõ æå êëàñiâ ëèøêiâ, ìîæëèâî, â iíøîìó ïîðÿä-
êó.

Âïðàâè

1. Îá÷èñëiòü à) [[37]]4; á) [[93]]5; â) [[48]]23; ã) [[149]]27;

2. Îá÷èñëiòü à) [[33]]4; á) [[47]]9; â) [[49]]17; ã) [[146]]23;

3. Îá÷èñëiòü à) [[8!]]6; á) [[1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10]]3; â)
[[12 + 22 + 32 + ...252]]2; ã) [[1462]]21.

4. Ïîêàæiòü, ùî ç a2 ≡ b2(modn) íå ñëiäó¹ ≡ b(modn).

5. Ïîêàæiòü, ùî ÿêùî a � íåïàðíå öiëå ÷èñëî, òî a2 ≡ 1(mod8).

6. Ïîáóäóéòå òàáëèöþ äîäàâàííÿ äëÿ êëàñiâ ëèøêiâ ïî ìîäóëþ 4.

7. Ïîáóäóéòå òàáëèöþ ìíîæåííÿ äëÿ êëàñiâ ëèøêiâ ïî ìîäóëþ 4.

8. Ïîáóäóéòå òàáëèöþ äîäàâàííÿ äëÿ êëàñiâ ëèøêiâ ïî ìîäóëþ 7.

9. Ïîáóäóéòå òàáëèöþ ìíîæåííÿ äëÿ êëàñiâ ëèøêiâ ïî ìîäóëþ 7.

10. Âèêîðèñòîâóþ÷è òàáëèöi äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ äëÿ êëàñiâ ëèøêiâ ïî
ìîäóëþ 5, íàâåäåíi ðàíiøå, çíàéäiòü â Z5 ðîçâ'ÿçêè íàñòóïíèõ ðiâíÿíü:
à)x+ [3] = [5]; á) [3] · x = [2]; â)[4] · x = [3]; ã)[2] · x = [1].

11. Âèêîðèñòîâóþ÷è òàáëèöi äîäàâàííÿ é ìíîæåííÿ äëÿ êëàñiâ ëèøêiâ ïî
ìîäóëþ 4 ç íàâåäåíèõ âèùå âïðàâ, çíàéäiòü â Z4 ðiøåííÿ íàñòóïíèõ
ðiâíÿíü: à) X + [3] = [2]; á) [3] · x = [2]; â) [2] · x = [2]; ã) [2] · x = [0].

12. Âèêîðèñòîâóþ÷è òàáëèöi äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ äëÿ êëàñiâ ëèøêiâ ïî
ìîäóëþ 7 ç íàâåäåíèõ âèùå âïðàâ, çíàéäiòü â Z7 ðiøåííÿ íàñòóïíèõ
ðiâíÿíü: à) x+ [5] = [2]; á) [3] · x = [4]; â) [2] · x = [5]; ã) [4] · x = [6].

13. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî a ≡ b(modmn), òî a ≡ b(modm) i a ≡ b(modn).

14. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî a ≡ bc(modn) i öiëi ÷èñëà c òà n � âçà¹ìíî ïðîñòi,
òî a ≡ b(modn).

15. Äîâåäiòü òåîðåìó 1.31.

16. Äîâåäiòü òåîðåìó 1.32.
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×ÀÑÒÈÍÀ 2

Òåîðiÿ ÷èñåë

2.1. Ðåøåòî Åðàòîñôåíà

ßê âiäîìî, àëãîðèòì ÿâëÿ¹ ñîáîþ êiíöåâó ìíîæèíó ïðàâèë äëÿ ÷èñòî
ìåõàíi÷íîãî ðiøåííÿ çàäà÷. Ïåðøèì ïðèêëàäîì àëãîðèòìó â òåîði¨ ÷èñåë
áóäå äðåâíié ìåòîä çíàõîäæåííÿ ïðîñòèõ ÷èñåë, íàçâàíèé "ðåøåòîì Åðà-
òîñôåíà ùî ÿâëÿ¹ ñîáîþ àëãîðèòì âèçíà÷åííÿ ïðîñòèõ ÷èñåë, ìåíøèõ çà-
äàíîãî öiëîãî ÷èñëà. Ïðîiëþñòðó¹ìî öåé ìåòîä, âèçíà÷àþ÷è ïðîñòi ÷èñëà
â iíòåðâàëi âiä 1 äî 100. Íàñàìïåðåä, ïåðåëi÷èìî öiëi ÷èñëà âiä 1 äî 100:
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20,
21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40,
41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60,
61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79, 80,
81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99, 100.
Ïî÷èíàþ÷è ç 2, ùî ¹ ïåðøèì ïðîñòèì ÷èñëîì, âèäiëèìî æèðíèì øðèôòîì
âñi ÷èñëà, êðàòíi 2. Öÿ ïðîöåäóðà äóæå ïðîñòà, òîìó ùî âiäçíà÷åíèì ïî-
âèííå áóòè êîæíå äðóãå öiëå ÷èñëî, áiëüøå 2.
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20,
21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40,
41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60,
61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76, 11, 78, 79, 80,
81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99, 100

Íàñòóïíå ïðîñòå ÷èñëî äîðiâíþ¹ 3. Ïðîäîâæóþ÷è ïðîöåäóðó, âiäçíà÷è-
ìî âñi ÷èñëà, êðàòíi 3. Öÿ ïðîöåäóðà òàêîæ ¹ ïðîñòîþ, òîìó ùî ïîâèííå
áóòè âiäçíà÷åíî êîæíå òðåò¹ öiëå ÷èñëî, áiëüøå 3.
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20,
21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40,
41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60,
61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79, 80,
81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99, 100.

Òåïåð âiäçíà÷à¹ìî âñi ÷èñëà, êðàòíi ïðîñòîìó ÷èñëó 5.
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20,
21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40,
41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60,
61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79, 80,
81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99, 100.



35Äàëi âiäçíà÷à¹ìî âñi ÷èñëà, êðàòíi ïðîñòîìó ÷èñëó 7.
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20,
21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40,
41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60,
61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79, 80,
81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99, 100.

Îñêiëüêè 7 � íàéáiëüøå ïðîñòå ÷èñëî, êâàäðàò ÿêîãî ìåíøå àáî äîðiâíþ¹
100, ïî òåîðåìi 1.20 ïðîäîâæóâàòè ïðîöåñ íåìà¹ íåîáõiäíîñòi. ×èñëà, áiëüøi
1 i íå âiäçíà÷åíi æèðíèì øðèôòîì, ÿâëÿþòü ñîáîþ ïðîñòi ÷èñëà, ÿêi íå
ïåðåâèùóþòü 100.

Âïðàâè

1. Ïîáóäóéòå ðåøåòî Åðàòîñôåíà äëÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ìåíøèõ 200.

2. Âèêîðèñòîâóéòå ðåøåòî Åðàòîñôåíà é êàëüêóëÿòîð äëÿ ðîçêëàäàííÿ
íà ïðîñòi ìíîæíèêè ÷èñëà 1726.

3. Âèêîðèñòîâóéòå ðåøåòî Åðàòîñôåíà é êàëüêóëÿòîð äëÿ ðîçêëàäàííÿ
íà ïðîñòi ìíîæíèêè ÷èñëà 481.

4. Âèêîðèñòîâóéòå ðåøåòî Åðàòîñôåíà é êàëüêóëÿòîð äëÿ ðîçêëàäàííÿ
íà ïðîñòi ìíîæíèêè ÷èñëà 2502.

5. Âèêîðèñòîâóéòå ðåøåòî Åðàòîñôåíà é êàëüêóëÿòîð äëÿ ðîçêëàäàííÿ
íà ïðîñòi ìíîæíèêè ÷èñëà 1739.

6. Âèêîðèñòîâóéòå ðåøåòî Åðàòîñôåíà é êàëüêóëÿòîð äëÿ ðîçêëàäàííÿ
íà ïðîñòi ìíîæíèêè ÷èñëà 391.

7. Âèêîðèñòîâóéòå ðåøåòî Åðàòîñôåíà é êàëüêóëÿòîð äëÿ ðîçêëàäàííÿ
íà ïðîñòi ìíîæíèêè ÷èñëà 3901.

2.2. Ìåòîä âèäiëåííÿ ìíîæíèêiâ Ôåðìà

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ îñíîâîþ àëãîðèòìó ðîçêëàäàííÿ íà ïðîñòi ìíîæíè-
êè, íàçâàíîãî ìåòîäîì âèäiëåííÿ ìíîæíèêiâ Ôåðìà. Ìåòîä âèêîðèñòîâó¹-
òüñÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ òîãî, ÷è ¹ ÷èñëî ïðîñòèì.

Òåîðåìà 2.1. Öiëå íåïàðíå ÷èñëî n > 1 íå ¹ ïðîñòèì òîäi é òiëüêè òîäi,
êîëè iñíóþòü íåâiä'¹ìíi öiëi ÷èñëà p i q òàêi, ùî n = p2− q2, i ïðè öüîìó
p− q > 1.



36Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ÿêùî n ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê ðiçíèöþ êâàäðàòiâ
äâîõ íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë, ñêàæåìî, n = p2− q2, òîäi n = (p− q)(p+ q).
Îñêiëüêè − q > 1, òî òàêîæ + q > 1; i n íå ¹ ïðîñòèì ÷èñëîì.

Îáåðíåíî, ÿêùî n = rs, äå r ≥ s > 1, òîäi n ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê
((r + s)/2)2 − ((r − s)/2)2. Îñêiëüêè n íåïàðíå, r i s òàêîæ ¹ íåïàðíèìè i,
îòæå, r + s i r − s � ïàðíi ÷èñëà. Ïîêëàâøè p = (r + s)/2 i q = (r − s)/2,
çíàõîäèìî, ùî i q - öiëi íåâiä'¹ìíi ÷èñëà i − q = s > 1. Ïðè n = 1
ïîêëàäåìî = 1, a q = 0.

Çàñòîñóâàííÿ öüîãî ìåòîäó ãðóíòó¹òüñÿ íà ñïðîái çíàéòè öiëi ÷èñëà i q
òàêi, ùî n = p2 − q2 àáî, ùî åêâiâàëåíòíî, n + q2 = p2, àáî q2 = p2 − n.
ßêùî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïåðøå ðiâíÿííÿ, îòðèìà¹ìî q = 1, 2, ... äîòè, ïîêè
n + q2 íå ñòàíå ïîâíèì êâàäðàòîì. ßêùî çíà÷åííÿ q = (n − 1)/2 ïîâíèé
êâàäðàò íå äîñÿãíóòü, ðîçãëÿíåìî ñèòóàöiþ, êîëè q = (n − 1)/2, ùî äà¹
n + q2 = ((n+ 1)/2)2 i ïðèâîäèòü äî ðîçêëàäàííÿ n íà ìíîæíèêè n · 1.
Îñêiëüêè q ìà¹ âèãëÿä (r−s)/2, äå r i s � äiëüíèêè n, òî î÷åâèäíî, ùî q íå
ìîæå ïåðåâèùèòè (n− 1)/2. Îòæå, ÿêùî äî çíà÷åííÿ q = (n− 1)/2 ïîâíèé
êâàäðàò íå äîñÿãíóòü, ÷èñëî n ¹ ïðîñòèì.

Ïðè âèêîðèñòàííi äðóãîãî ðiâíÿííÿ, òîáòî q2 = p2 − n, áåðåìî â ÿêîñòi
m íàéìåíøå öiëå ÷èñëî òàêå, ùî m2 ≥ n, i ïîñëiäîâíî ìà¹ìî, p = m,
m + 1, ... äîòè, ïîêè p2 − n íå ñòàíå ïîâíèì êâàäðàòîì. ßê i êîëèñü, q íå
ìîæå ïåðåâèùèòè (n− 1)/2, òîìó ÿêùî äî çíà÷åííÿ p = (n+ 1)/2 ïîâíèé
êâàäðàò íå îòðèìàíèé, ÷èñëî n ¹ ïðîñòèì. Ïåðåâàãà âèêîðèñòàííÿ äðóãîãî
ñïiââiäíîøåííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ïåðåâiðöi íà ïîâíèé êâàäðàò ïiäëÿãà¹
ìåíøà êiëüêiñòü ÷èñåë.

Íàïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî çàñòîñóâàííÿ çàïèñó p2 = n+ q2 äëÿ ïåðåâiðêè,
¹ ÷è ïðîñòèì ÷èñëî n = 527. Ðîçãëÿíåìî q = 1, 2, ... , (n− 1)/2.

Ðèñ. 2.1:

Òàáëèöi "äîäàâàííÿ"i "ìíîæåííÿ"äëÿ êëàñiâ ëèøêiâ ïî ìîäóëþ 5



37Îòæå, n = 527 ¹ ñêëàäåíèì, i éîãî äiëüíèêè ëåãêî îá÷èñëþþòüñÿ: 527 =
(24)2−72 = (24−7)(24+7) = 17 ·31. Ðiøåííÿ ïèòàííÿ ïðî òå, ÷è ¹ ÷èñëî n
ïðîñòèì, íå çàâæäè âèìàãà¹ ïåðåâiðêè äëÿ âñiõ çíà÷åíü q âiä 1 äî (n−1)/2.

Âïðàâè

Ñêîðèñòàâøèñü ìåòîäîì âèäiëåííÿ ìíîæíèêiâ Ôåðìà, âèçíà÷òå, ÷è ¹ íà-
ñòóïíi ÷èñëà ïðîñòèìè. a)1001; b)1349; c)4851; d)1079; e)8051; f)567; g)7931.

2.3. Àëãîðèòì äiëåííÿ i àëãîðèòì Åâêëiäà

Ðàíiøå áóëà äîâåäåíà òåîðåìà, íàçâàíà àëãîðèòìîì äiëåííÿ. Òåîðåìà
ãîâîðèëà, ùî äëÿ äîäàòíiõ öiëèõ ÷èñåë a i b iñíóþòü ¹äèíi íåâiä'¹ìíi ÷èñëà
q i r òàêi, ùî 0 ≤ r < b i a = bq + r. Öå òâåðäæåííÿ íå ¹ àëãîðèòìîì, àëå
àëãîðèòìè äëÿ çíàõîäæåííÿ q i r iñíóþòü. ßêùî ÷èñëà a i b âåëèêi, ÷èñëî
q ìîæíà "âãàäàòè". ßêùî ïîìíîæèòè b íà q i ðåçóëüòàò çàíàäòî âåëèêèé,
òðåáà q çàìiíèòè íà q− 1 i ïîâòîðþâàòè ïðîöåñ, ïîêè íå îäåðæèìî bq ≤ a,
ïiñëÿ ÷îãî ïîêëàñòè r = − bq. Îäíàê, ÿêùî bq < a, àëå a− bq ≥ b, òî òðåáà
çàìiíèòè q íà q + 1 i ïîâòîðþâàòè ïðîöåñ, ïîêè íå îäåðæèìî a − bq < b,
ïiñëÿ ÷îãî ïîêëàñòè r = a−bq. Áiëüø ñèñòåìíî ìåòîä îïèñó¹òüñÿ íàñòóïíèì
÷èíîì:

1. Ïîêëàñòè q = 1 i r = a− bq.

2. ßêùî r ≥ b, ïîêëàñòè q = q + 1 i r = a− bq.

3. Ïðîäîâæóâàòè ïðîöåñ, äîêè r < b.

Âèêëàäåíå ÿâëÿ¹ ñîáîþ àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî
äiëüíèêà âåëèêèõ ÷èñåë, íàçâàíèé àëãîðèòìîì Åâêëiäà. Çíàõîäæåííÿ íàé-
áiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà íåîáõiäíî ïðè äîäàâàííi äðîáiâ, à òàêîæ ïðè
ðîçâ'ÿçàííi ðiâíÿíü ó öiëèõ ÷èñëàõ.

Òåîðåìà 2.2. Äîïóñòèìî, ùî a i b � äîäàòíi öiëi ÷èñëà, i ïîñëiäîâíå
çàñòîñóâàííÿ àëãîðèòìó äiëåííÿ ïðèâîäèòü äî ïîñëiäîâíîñòi íàñòóïíîãî
âèäó:

a = bq0 + r0 0 ≤ r0 < b

b = r0q1 + r1 0 ≤ r1 < r0

r0 = r1q2 + r2 0 ≤ r2 < r13

r1 = r2q3 + r3 0 ≤ r3 < r2

r2 = r3q3 + r3 0 ≤ r4 < r3



38...

rk = rk+1qk+2 + rk+2 0 ≤ rk+2 < rk+1

...

Iñíó¹ rk = 0. Íåõàé s � ïåðøå öiëå ÷èñëî òàêå, ùî rs = 0. Òîäi rs−1 =
ÍÑÄ(a, b), ÿêùî s > 0, i b = ÍÑÄ(a, b), ÿêùî s = 0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé S = {r1, r2, . . .}. ßêùî r1 = 0, òîäi ðåçóëüòàò î÷åâèäíèé,
òîìó ïðèïóñòèìî, ùî r0 > 0. Âiäïîâiäíî äî ïðèíöèïó ïîâíîãî âïîðÿäêó-
âàííÿ ìíîæèíà S ìiñòèòü íàéìåíøå äîäàòí¹ öiëå ÷èñëî, ñêàæåìî, ri. Àëå
0 ≤ ri+1 < ri, i òîìó ri+1 = 0. Ïîêëàäåìî s = i+ 1. Ïî òåîðåìi 1.16 ÍÑÄ(a,
b) = ÍÑÄ(b,r0) = ÍÑÄ(r0,r1) = ... = ÍÑÄ(rs−1,rs) àëå îñêiëüêè rs = 0,
ÍÑÄ(rs−1, rs) = rs−1, òàê ùî ÍÑÄ (à, b) = rs−1.

Ïðèêëàä 2.1. Âèêîðèñòîâóþ÷è àëãîðèòì Åâêëiäà äëÿ çíàõîäæåííÿ
ÍÑÄ(203,91), äi¹ìî ó òàêèé ñïîñiá. Ñïî÷àòêó äiëèìî 203 íà 91 íàöiëî é
îäåðæó¹ìî

203 = 91 · 2 + 21;

a = b · q0 + r0.

Òåïåð äiëèìî 91 íà îñòà÷ó 21 íàöiëî:

91 = 21 · 4 + 7;

b = r0 · q1 + r1.

Ðîçäiëÿþ÷è 21 íà 7 íàöiëî, îäåðæó¹ìî

21 = 7 · 3 + 0;

r0 = r1 · q2 + r2.

Îòæå, s = 2 i ÍÑÄ(203,91)=ÍÑÄ(91,21)=ÍÑÄ(21,7)=7=rs−1 = r1.

Ïðèêëàä 2.2. Çíàéòè ÍÑÄ(99,205). Äiþ÷è âèùåâêàçàíèì îáðàçîì, äiëèìî
205 íà 99 íàöiëî, îäåðæèìî

205 = 99 · 2 + 7.

Òåïåð äiëèìî 99 íàöiëî íà îñòà÷ó 7, îäåðæèìî

99 = 7 · 14 + 1.

Äàëi äiëèìî 7 íà 1 i îäåðæó¹ìî

7 = 1 · 7 + 0.

Òàêèì ÷èíîì, ÍÑÄ(99,205)=1.



39Àëãîðèòì Åâêëiäà äîçâîëÿ¹ çíàõîäèòè òàêi çíà÷åííÿ u i v, ùî ÍÑÄ(a,
b)=rt, av + vb=ÍÑÄ(a,b). Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ òåîðåìè 2.2, çà-
ïèøåìî rt−2 = rt−1 · qt + rt. Çâiäñè rt = rt−2 − rt−1 · qt. Àíàëîãi÷íî,
rt−1 = rt−3 − rt−2 · qt−1. Ïiäñòàíîâêà â ïîïåðåäí¹ ðiâíÿííÿ äà¹

rt = rt−2 − (rt−3 − rt−2 · qt−1) · qt.

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ìîæíà âèðàçèòè rt−2 ÷åðåç rt−3 i rt−4 i, ïiäñòàâèâøè â
ïîïåðåäí¹ ðiâíÿííÿ, âèêëþ÷èòè rt−2. Ïðîäîâæóþ÷è â òîìó æ äóñi, ìîæíà
âèêëþ÷èòè óñi ri i ïîâåðíóòèñÿ íàçàä äî a i b, îäåðæàâøè ÍÑÄ(a, b) ó
âèãëÿäi ua+ vb.

Ïðèêëàä 2.3. Âèðàçèòè ÍÑÄ(85,34) ó âèãëÿäi 85u + 34v;. Äëÿ âèêîðèñòà-
ííÿ àëãîðèòìó Åâêëiäà ñïî÷àòêó ðîçäiëèìî 85 íà 34 íàöiëî: 85 = 34 ·2+17.
Ðîçäiëÿþ÷è 34 íà 17 íàöiëî, îäåðæó¹ìî 34 = 17 · 1 + 0. Òàêèì ÷èíîì,
ÍÑÄ(85,34) = 17 i ÍÑÄ(85,34) = 17 = (85)(1) + (34)(-2).

Ïðèêëàä 2.4. Âèðàçèòè ÍÑÄ (252,580) ó âèãëÿäi 252u+ 580v. Äiëèìî 580
íà 252 íàöiëî, îäåðæèìî

580 = 252 · 2 + 76;

a = b · q0 + r0.

Çàðàç äiëèìî 252 íàöiëî íà 76:

252 = 76 · 3 + 24;

b = r0 · q1 + r1.

Ïðîäîâæóþ÷è ïðîöåñ, îäåðæèìî

76 = 24 · 3 + 4;

r0 = r1 · q2 + r2

i
24 = 4 · 6 + 0;

r1 = r2q3 + r3.

Çâîðîòíà ïiäñòàíîâêà äà¹

4 = 76− 24 · 3 = 76− [252− 76 · 3] · 3 = 76 · 10 + 252 · (−3) =

= [580− 252 · 2]10 + 252 · (−3) = 580 · 104− 252 · (−23),

äå ri âèäiëåíi ïiäêðåñëåííÿì.



40Ïðèêëàä 2.5. Âèðàçèòè ÍÑÄ(252,576) ó âèãëÿäi 252u − 576v. Ñïî÷àòêó
ðîçäiëèìî 576 íà 252 íàöiëî:

576 = 252 · 2 + 72.

Çàðàç ðîçäiëèìî 252 íàöiëî íà 72:

252 = 72 · 3 + 36.

Ïiñëÿ çâîðîòíî¨ ïiäñòàíîâêè îäåðæó¹ìî

36 = 252− 72 · 3 = 252− [576− 252 · 2] · 3 = (7)(252) + (−3)(576).

Ó ïðèêëàäi 2.1 ïîêàçàíî, ùî ÍÑÄ(91,203)=7. ßêùî ðîçäiëèòè ÷èñëà 91
i 203 íà ¨õ íàéáiëüøèé çàãàëüíèé äiëüíèê 7, îäåðæèìî 91/7=13 i 203/7=
29. Ëåãêî áà÷èòè, ùî öiëi ÷èñëà 13 i 29 - âçà¹ìíî ïðîñòi; òîáòî ÍÑÄ(13,29)
= 1. Òàêèì ÷èíîì, âèÿâèëîñÿ, ùî ðåçóëüòàòè äiëåííÿ äâîõ öiëèõ ÷èñåë íà
¨õ íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê íå ìàþòü ñïiëüíèõ äiëüíèêiâ, çà âèíÿòêîì
1. Äîâåäåííÿ íàñòóïíî¨ òåîðåìè íàäà¹ìî ÷èòà÷ó.

Òåîðåìà 2.3. Íåõàé çàäàíi öiëi ÷èñëà a i b, íå ðiâíi íóëþ, òîäi ÷èñëà
a/ÍÑÄ(a,b) i b/ÍÑÄ(a,b) ¹ âçà¹ìíî ïðîñòèìè, òîáòî ÍÑÄ (a/ÍÑÄ(a,b),
b/ÍÑÄ(a,b))=1.

Áóëî âèçíà÷åíî ðàíiøå, ùî íàòóðàëüíå ÷èñëî m ÿâëÿ¹ ñîáîþ íàéìåíøå
ñïiëüíå êðàòíå öiëèõ ÷èñåë a i b çà óìîâè, ùî (à) a|m i b|m, i (á) ÿêùî n �
áóäü-ÿêå ñïiëüíå êðàòíå ÷èñåë a i b, òî m|n. Íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå ÷è-
ñåë a i b ïîçíà÷èìî ÍÑÊ(a,b). Íåîáõiäíî ïîáóäóâàòè àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ
íàéìåíøîãî ñïiëüíîãî êðàòíîãî äâîõ öiëèõ ÷èñåë. Öiëü äîñÿãà¹òüñÿ âèçíà-
÷åííÿì íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà öèõ ÷èñåë (àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ
ÿêîãî âæå ¹) i âèêîðèñòàííÿì ó òåîðåìi 1.24. Çàçíà÷åíà òåîðåìà çàòâåð-
äæó¹, ùî äëÿíàòóðàëüíèõ ÷èñåë à i b ÍÑÄ(a,b·ÍÑÊ(a,b)=ab. Äëÿ çíàõî-
äæåííÿ ÍÑÊ(91,203) ñïî÷àòêó âèçíà÷èìî ÍÑÄ(91,203), ñêîðèñòàâøèñü àë-
ãîðèòìîì Åâêëiäà, ÿê öå áóëî çðîáëåíî ðàíiøå, à ïîòiì ðîçäiëèìî íà éîãî
äîáóòîê ÷èñåë 91 i 203. Îñêiëüêè ÍÑÄ(91,203)=7, çíàõîäèìî ÍÑÊ(91,203)
= (91)(203)/7 = 2639.

Âïðàâè

1. Çàäàíî àëãîðèòì äiëåííÿ a = bq + r. Çíàéäiòü q i r äëÿ çàçíà÷åíèõ
íèæ÷å çíà÷åíü a i b: a) a = 75, b = 8; á) a = 102, b = 5; â) a = 81, b
= 9; ã) a = 16, b= 25.

2. Çíàéäiòü íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê äëÿ íàñòóïíèõ ïàð ÷èñåë: à)
75, 25; á) 27, 18; â) 621, 437; ã) 289, 377; ä) 822, 436.



413. Çíàéäiòü íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå äëÿ ïàð ÷èñåë iç âïðàâè 2.

4. Äëÿ íàâåäåíèõ íèæ÷å ïàð ÷èñåë a i b çíàéäiòü u, v i d òàêi, ùî au+bv =
d, äå d � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ÷èñåë a i b: à) 83,17; á) 361,418;
â) 25,15; ã) 81,9; ä) 216,324.

5. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî ÍÑÄ(a,b) âèðàæåíèé ÿê ax+ by, òî x i y - âçà¹ìíî
ïðîñòi ÷èñëà.

6. Äîâåäiòü, ùî äëÿ öiëèõ ÷èñåë a i b, íå ðiâíèõ íóëþ, a/ÍÑÄ(a,b) i
b/ÍÑÄ(a,b) � âçà¹ìíî ïðîñòi, òîáòî ÍÑÄ(a/ÍÑÄ(a,b),b/ÍÑÄ(a,b))=1
(òåîðåìà 2.3).

7. Çàäàíî öiëå ÷èñëî a i íàòóðàëüíå ÷èñëî b. Äîâåäiòü, ùî öiëi ÷èñëà,
äîáóòîê ÿêèõ äîðiâíþ¹ b i íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ÿêèõ äîðiâíþ¹
b, iñíóþòü òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè b2|a.

8. Ïðèïóñêàþ÷è, ùî F (k) = 22
k

+ 1 ïðè k ≥ 0,

a) äîâåäiòü, ùî F (m + 1) = F (0)F (1)F (3) . . . F (m) + 2 äëÿ êîæíîãî
m ≥ 0;

b) äîâåäiòü, ùî F (m) i F (n) � âçà¹ìíî ïðîñòi ÷èñëà, ÿêùî m 6= n

9. Ïîêàæiòü, ùî ÿêùî ÍCÄ(a,b) âèðàæåíèé ÿê ax + by, òî x i y íå âè-
çíà÷àþòüñÿ ¹äèíèì îáðàçîì.

10. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî ÍCÄ(a,b) = 1, òî ÍCÄ(a+nb,b)=1.

11. Äîâåäiòü, ùî n·ÍCÄ(a,b) = ÍCÄ(na,nb).

12. Íåõàé S � ìíîæèíà âñiõ öiëèõ ÷èñåë âèäó ax + by. Ïîêàæiòü, ùî
ÍCÄ(a,b) äiëèòü âñi åëåìåíòè ìíîæèíè S.

2.4. Ëàíöþãîâi äðîáè

Ó äàíié ãëàâi àëãîðèòì äiëåííÿ i àëãîðèòì Åâêëiäà áóäóòü çàñòîñîâóâà-
òèñÿ äîñòàòíüî ÷àñòî. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó ðàöiîíàëüíi ÷èñëà a

b , äå a i b �
öiëi ÷èñëà i b > 0. ßêùî àëãîðèòì äiëåííÿ çàñòîñîâàíèé äî öiëèõ ÷èñåë a i
b, äå b > 0, òî iñíóþòü ¹äèíi öiëi ÷èñëà t (÷àñòêà) i r (îñòà÷à) òàêi, ùî

a = bt+ r

ïðè
0 ≤ r < b.



42Äëÿ a = -124 i b = 35 ìà¹ìî -124=(35)(-4)+16. Ïåðåïèñàâøè îñòàííi äâi
ðiâíîñòi é ïåðåéøîâøè äî ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, îäåðæó¹ìî

a

b
= t+

r

b

i

−124

35
= −4 +

16

35
.

Ñêîðèñòàâøèñü ôóíêöi¹þ öiëî¨ ÷àñòèíè ÷èñëà, âiäíîøåííÿ ìîæåìî ïåðå-

ïèñàòè â òàêîìó âèãëÿäi
a

b
= t i

[
−124

35

]
= −4, ïðè öüîìó äðîáîâà îñòà÷à

r

b
ìà¹ âëàñòèâiñòü 0 ≤ r

b
< 1.

ßêùî r 6= 0, ðiâíîñòi ìîæíà ïåðåïèñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì:

a

b
= t+

1

b/r

i

−124

35
= −4 +

1

35/16
,

äå b/r > 1. Àëãîðèòì äiëåííÿ ìîæíà çàñòîñóâàòè çíîâó i îäåðæàòè b =
rt′+ r′ i 35 = (16)(2) + 3. Òàêèì ÷èíîì, îáåðòàþ÷è äðîáîâó îñòà÷ó é çàñòî-
ñîâóþ÷è àëãîðèòì äiëåííÿ çíîâó é çíîâó çàçíà÷åíèì ñïîñîáîì, îäåðæó¹ìî

âèðàç ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà −− 124

35
:

−124

35
= −4 +

16

35
= −4 +

1

35/16
= −4 +

1

2 +
3

16

=

= −4 +
1

2 +
1(
16

3

) = −4 +
1

2 +
1(

5 +
1

3

).

Îñêiëüêè äðiá
1

3
ìà¹ ÷èñåëüíèêîì 1, íå ìîæíà äàëi ñêîðî÷óâàòè

3

1
, âèêî-

ðèñòîâóþ÷è àëãîðèòì äiëåííÿ. Âèðàç

−4 +
1

2 +
1(

5 +
1

3

)



43íàçèâà¹òüñÿ ëàíöþãîâèì äðîáîì i ÿâëÿ¹ ñîáîþ àëüòåðíàòèâíèé ñïîñiá çà-
ïèñó ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà −124

35 . Ó çâ'ÿçêó ç òèì, ùî ëàíöþãîâèé äðiá ìà¹
ðåãóëÿðíó ñòðóêòóðó é ÷èñåëüíèêè çàâæäè ðiâíi 1, äëÿ òî÷íîãî çàâäàííÿ
ëàíöþãîâîãî äðîáó íåîáõiäíî çãàäàòè òiëüêè ÷èñëà -4, 2, 5 i 3, òîìó çàïè-
ñó¹ìî

−124

35
= [−4; 2, 5, 3].

×èñëà -4, 2, 5 i 3 íàçèâàþòüñÿ åëåìåíòàìè ëàíöþãîâîãî äðîáó àáî íåïîâíèõ
÷àñòîê, îñêiëüêè âîíè ïîðîäæåíi àëãîðèòìîì äiëåííÿ. Êðàïêîþ ç êîìîþ
âiäçíà÷àþòü îñîáëèâó ïðèðîäó ïåðøîãî ÷ëåíà -4. Íàïðèêëàä,

[3; 7] = 3 +
1

7
=

22

7
,

àëå

[0; 3, 7] = 0 +
1

3
+

1

7
=

7

22
.

Âåðòàþ÷èñü äî ëàíöþãîâîãî äðîáó −− 124

35
= [−4; 2, 5, 3], çàóâàæó¹ìî, ùî

−3 = (3− 3) + 1 = (3− 1) +
1

1
. Òàêèì ÷èíîì, ìîæíà çàïèñàòè

−124

35
= −4 +

1

2 +
1

5 +
1

2 +
1

1

òàê ùî çàïèñ −− 124

35
= [−4; 2, 5, 2, 1] òåæ ìà¹ ìiñöå, îäíàê ó íié íà îñòàí-

íüîìó êðîöi àëãîðèòì äiëåííÿ íå âèêîðèñòàíèé. Ïðèêëàä ïiäêàçó¹, ùî êî-
æíå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî ìà¹ äâà ðiçíèõ ïðåäñòàâëåííÿ ó âèãëÿäi ëàíöþãîâî-
ãî äðîáó ç öiëèìè ÷èñëàìè ÿê åëåìåíòè: â îäíîìó ïðåäñòàâëåííii îñòàííié
åëåìåíò áiëüøå 1, à â iíøîìó � äîðiâíþ¹ 1.

ßêùî x � äiéñíå, àëå íå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî, àëãîðèòì äiëåííÿ íå çà-
ñòîñó¹ìî; îäíàê, âèêîðèñòîâóþ÷è ôóíêöiþ öiëî¨ ÷àñòèíè, ìîæíà îäåðæàòè
ïîäàíå x ó âèãëÿäi ëàíöþãîâîãî äðîáó äîâæèíè n ñïîñîáîì, àíàëîãi÷íèì
ðàöiîíàëüíîìó âèïàäêó. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äiéñíîãî, àëå íå ðàöiîíàëüíîãî
÷èñëà x, iñíó¹ ¹äèíå ÷èñëî t0, äå t0 ≤ x < t0 + 1 òàêå, ùî t0 = [x]. Òîäi

1 > y1 = x− [x] = − t0 > 0

¹ òàê çâàíîþ äðîáîâîþ ÷àñòèíîþ x. ßêùî x1 = 1
y1
, òîäi

x = [x] + y1 = t0 + y1 = t0 +
1

x1



44i x1 > 1. Íåõàé t1 = [x1], y2 = x1 − [x1] i x2 = 1/y2, òàê ùî y2 > 0. Òîäi
x1 = t1 + 1/x2 , äå x2 > 0. Ñïîëó÷åííÿ öèõ ðiâíîñòåé äà¹:

x = t0 +
1

x1
= t0 +

1

t1 + 1
x2

.

Ïðîäîâæóþ÷è â òîìó æ íàïðÿìi, îäåðæó¹ìî

x = t0 +
1

t1 +
1

t2 +
1

t3 + . . .+
1

tk−1 +
1

xk

.

äå ti - öiëå ÷èñëî äëÿ êîæíîãî i, ti > 0 äëÿ i ≥ 1, xk - iððàöiîíàëüíå
äiéñíå ÷èñëî i xk > 1. Ìîæíà òàêîæ çàïèñàòè

x = [t0; t1, t2, t3, . . . , tk−1, xk].

Íàïðèêëàä, íåõàé x
√

3 = 1.7320508 . . .. Ïîáóäó¹ìî ïîäàííÿ ÷èñëà x ó âè-
ãëÿäi ëàíöþãîâîãî äðîáó íàñòóïíèì ÷èíîì:

t0 = [x] = [
√

3] = 1

äå
y1 = x− [x] = x− t0 =

√
3− 1;

x1 = 1/y1 = 1/(
√

3− 1) = (
√

3 + 1)/2;

t1 = [x1] = 1,

äå
y2 = x1 − [x1] = x1− t1 = (

√
3 + 1)/2− 1 = (

√
3− 1)/2;

x2 = 1/y2 = 2/(
√

3− 1) =
√

3 + 1;

t2 = [x2] = 2,

äå
y3 = x2 − [x2] = x2 − t2 = (

√
3 + 1)− 2 =

√
3− 1;

x3 = 1/y3 = 1/(
√

3− 1) = (
√

3 + 1)/2,

òàêèì ÷èíîì,
√

3 = [t0;x1] = [1; (
√

3 + 1)/2] = [t0; t1, x1] = [t0; [t1, x1]] = [1; 1, (
√

3 + 1)] =



45= [t0; t1, t2, x2] = [t0; t1, [t2, x2]] = [1; 1, 2, (
√

3 + 1)/2].

Àëå îñêiëüêè x3 = x1 ñòðóêòóðà ïîâòîðþ¹òüñÿ, òîìó
√

3 = [1; 1, 2, 1, 2, 1, 2, (
√

3 + 1)/2].

i ò.ä.
Çâiäñè âèâîäèìî íàñòóïíå ðåêóðñèâíå âèçíà÷åííÿ ëàíöþãîâîãî äðîáó.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Äëÿ ñêiíÿåííî¨ ïîñëiäîâíîñòi t0, t1, t2, t3, . . . , tn äiéñíèõ
÷èñåë, äå n ≥ 0 i ti > 0 äëÿ i ≥ 1, âèçíà÷èìî ñêií÷åííèé ëàíöþãîâó äðiá
[t0; t1, t2, t3, . . . , tn] íàñòóïíèì ÷èíîì:

[t0; ] = t0;

[t0; t1] =

[
t0 +

1

t1

]
;

[t0; t1, t2, t3., .., tk]; = [t0; [t1, t2, t3, . . . , tk]

äëÿ 1 < k ≤ n. ×èñëà t0, t1, t2, t3, . . . , tn íàçèâàþòüñÿ íåïîâíèìè ÷àñ-
òêàìè, àáî åëåìåíòàìè ëàíöþãîâîãî äðîáó. Ëàíöþãîâèé äðiá [t0; t1, t2, t3,
. . . , tn] íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòèì, ÿêùî ti � öiëå ÷èñëî äëÿ êîæíîãî i, òîá-
òî êîæíèé åëåìåíò ëàíöþãîâîãî äðîáó ¹ öiëå ÷èñëî. ×èñëà [t0; ], [t0; t1],
[t0; t1, t2], . . . , [t0; t1, t2, t3, . . . , tk], . . . [t0; t1, t2, t3, . . . , tn] íàçèâàþòüñÿ ïiäõi-
äíèìè äðîáàìè ëàíöþãîâîãî äðîáó [t0; t1, t2, t3, . . . , tn]. [t0; t1, t2, t3, . . . , tk] ,
äå ¹ k-òèé ïiäõiäíèé äðiá ïðè 0 ≤ k ≤ n. Äëÿ çðó÷íîñòi ïîçíà÷åííÿ çàïèñ
[t0; t1, t2, t3, . . . , tk], âèêîðèñòàíèé ïðè k = 0, áóäå îçíà÷àòè [t0; ]. Áóäåìî
ãîâîðèòè, ùî äâà ëàíöþãîâi äðîáè [t0; t1, t2, t3, . . . , tn] i [b0; b1, b2, b3, . . . , bn]
ðiâíi ïî÷ëåííî, ÿêùî n = m i ti = bi ïðè 0 ≤ i ≤ n. ßêùî x � äiéñíå ÷è-
ñëî i x = [t0; t1, t2, t3, . . . , tn] i òîäi áóäåìî ãîâîðèòè, ùî [t0; t1, t2, t3, . . . , tn] ¹
ïîäàííÿ ëàíöþãîâèì äðîáîì ÷èñëà x. Äâà ïîäàííÿ íàçèâàþòüñÿ ñïiâïàäà-
þ÷èìè, àáî ðiâíèìè, ÿêùî âîíè ðiâíi ïî÷ëåííî.

Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ iíøèé ñïîñiá ðîçêëàäàííÿ ëàíöþãîâîãî äðîáó íà
âiäïîâiäíi äðîáè.

Òåîðåìà 2.4. ßêùî n � íàòóðàëüíå ÷èñëî i [t0; t1, t2, t3, . . . , tn] � ëàíöþãî-
âèé äðiá, òîäi äëÿ êîæíîãî k, 1 ≤ k ≤ n,

[t0; t1, t2, t3, . . . , tn] = [t0; t1, t2, t3, . . . tk−1, [tk, tk+1, tk+2, . . . , tn]].

Äîâåäåííÿ. Ðiâíiñòü äîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. ßêùî n =
1, çà îçíà÷åííÿì, [t0; t1] = [t0; [t1; ]]. Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ òåîðå-
ìè âèêîíó¹òüñÿ ïðè n = m, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó
[b0; b1, . . . , bm],

[b0; b1, . . . , bm] = [b0; b1, b2, , .., bj−1, [bj; bj+1, . . . , bm]]



46äëÿ 1 ≤ j ≤ m. Ðîçãëÿíåìî n = m + 1. Íåõàé [t0; t1, t2, t3, . . . , tm+1] -
ëàíöþãîâèé äðiá i 1 ≤ k ≤ m+ 1. Òîäi

[t0; t1, t2, t3, . . . , tm+1] = [t0; [t1, t2, t3, . . . , tm+1]]

(çà îçíà÷åííÿì)

= [t0; [t1, t2, t3, . . . tk−1, [tk, tk+1, tk+2, . . . , tm+1]]],

ìà¹ìî çà iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì bi = ti+1 i j = k − 1. Òàêèì ÷èíîì,

[t0; t1, . . . , tm+1] = [t0; t1, t2, t3, . . . tk−1, [tk, tk+1, tk+2, . . . , tm+1]]

âiäïîâiäíî äî âèçíà÷åííÿ ëàíöþãîâîãî äðîáó. Îòæå, çãiäíî ç ìåòîäîì ií-
äóêöi¨ òåîðåìà ñïðàâåäëèâà.

Âïðàâè

1. Çíàéäiòü äâà ïîäàííÿ ëàíöþãîâèì äðîáîì [t0; t1, t2, t3, . . . , tn] äëÿ êî-
æíîãî ç íàâåäåíèõ íèæ÷å ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë: à) 37/11; á) 48/1003;
â) -257/2003; ã) 11/37; ä) -5/44; å) 5.

2. Îá÷èñëèòü íàâåäåíi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà i âèðàçèòå ¨õ ó âèãëÿäi p/q, äå
i q � öiëi ÷èñëà: à) [3;5,2]; á) [0;3,5,2]; â) [-10; 1,4,3]; ã) [6; 4, 7, 3,5];
ä) [2; 5,3]; å) [5; 3,7,4,6].

3. Çíàéäiòü ïîäàííÿ ÷èñëà x ñêií÷åííèì ëàíöþãîâèì äðîáîì ó âèãëÿäi

[t0; t1, t2, t3, t4, t5, x6]

äëÿ à) õ =
√

5; á) õ =
√

2; â) õ = π; ã) õ = (1 +
√

5)/2.

4. Íåõàé [t0; t1, t2, t3, . . . , tn] � ñêií÷åííèé ëàíöþãîâèé äðiá, äå ti > 0 äëÿ
1 ≤ i ≤ n. Äîâåäiòü, ÿêùî b > 0, òî

a) [t0; t1, t2, t3, . . . , tn] > [t0; t1, t2, t3, . . . , tn + b], ÿêùî n � ïàðíå;

b) [t0; t1, t2, t3, . . . , tn] < [t0; t1, t2, t3, . . . , tn + b], ÿêùî n � íåïàðíå.

2.5. Ïiäõiäíi äðîáè

Öiëêîì î÷åâèäíî, ùî [t0; t1, t2, .., tk] äëÿ êîæíîãî k ÿâëÿ¹ ñîáîþ äiéñíå
÷èñëî. Çàïèøåìî ïåðøi ÷îòèðè ïiäõiäíi äðîáè é ñïðîñòèìî ¨õ, âèðàçèâøè
êîæíèé ÿê âiäíîøåííÿ äâîõ äiéñíèõ ÷èñåë, äå ÿê ÷èñåëüíèê, òàê i çíàìåí-
íèê âèðàæåíi ÷åðåç ti. Îñîáëèâèé iíòåðåñ áóäóòü ïðåäñòàâëÿòè ÷èñåëüíèêè
i çíàìåííèê êîæíîãî ç ïiäõiäíèõ äðîáiâ.

[t0; ] = t0 =
t0
1

=
p0
q0
.



47äå ìè ïîêëàëè p0 = t0 i q0 = 1.

[t0; t1] = t0 +
1

t1
=
t0t1 + 1

t1
=
p1
q1
,

äå p1 = t0t1 + 1 i q1 = t1.

[t0; t1, t2] = [t0; [t1, t2]] = t0 +
1

[t1, t2]
= t0 +

1

t1 +
1

t2

= t0 +
t2

t1t2 + 1
=

=
t0t1t2 + t0 + t2

t1t2 + 1
=

(t0t1 + 1)t2 + t0
t1t2 + 1

=
p1t2 + p0
q1t2 + q0

=
p2
q2
,

äå p2 = p1t2 + p0 i q2 = q1t2 + q0.
Ïîäiáíèì ÷èíîì îá÷èñëþ¹ìî

[t0; t1, t2, t3] =
t0t1t2t3 + t0t1 + t2t3 + t0t3 + 1

t1t2t3 + t1 + t3
=

= (t0t1t2 + t0 + t2)t3 + (t0t1 + 1)/(t1t2 + 1)t3 + t1 =
p2t3 + p1
q2t3 + q1

=
p3
q3
,

äå p3 = p2t3 +p1 i q2 = q2t3 + q1. Ó êîæíîìó âèïàäêó ÷èñëî [t0; t1, t2, .., tk]
"ïåðåôîðìîâó¹òüñÿ"ç ïîäàííÿ ëàíöþãîâîãî äðîáó áåç ÿêîãî-íåáóäü "ñêîðî-
÷åííÿ"i óòâîðèþ¹ âiäíîøåííÿ äâîõ ïîëiíîìiâ P i Q ó çìiííèõ t0, t1, t2, . . .,
tk, òîáòî

[t0; t1, t2, .., tk] =
P (t0; t1, . . . , tk)

Q(t0; t1, . . . , tk)
.

Ñïðàâåäëèâèì ¹ é òå, ùî q0, q1, q2 i q3 äîäàòíi, îñêiëüêè îäåðæàíi øëÿõîì
ìíîæåííÿ é äîäàâàííÿ äîäàòíiõ ÷èñåë. Ðîçãëÿíóòi ïðèêëàäè äàþòü ïiäñòà-
âó ñôîðìóëþâàòè íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.5. Íåõàé n � íåâiä'¹ìíå öiëå ÷èñëî i [t0; t1, t2, .., tn] � ñêií-
÷åííèé ëàíöþãîâèé äðiá, ùî ðåêóðñèâíî âèçíà÷à¹ ñêií÷åíi ïîñëiäîâíîñòi
p1, p2, . . . , pn i q1, q2, . . . , qn íàñòóïíèì ÷èíîì:

a) p0 = t0, q0 = 1.

b) p1 = t0t1 + 1, q1 = t1.

c)
pk = pk−1tk + pk−2,
qk = qk−1tk + qk−2

ïðè 2 ≤ k ≤ n.

Òîäi qk > 0 i [t0; t1, t2, .., tk] =
pk
qk

ïðè 0 ≤ k ≤ n.



48Äîâåäåííÿ. Íåâàæêî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äîâåñòè, ùî qk > 0
ïðè 0 ≤ k ≤ n. Öþ ÷àñòèíó òåîðåìè çàëèøà¹ìî äîâåñòè ÷èòà÷åâi. Âèùå
áóëî ïîêàçàíî, ùî òåîðåìà ñïðàâåäëèâà ïðè k=0,1 i 2, òîáòî [t0; ] =

p0
q0
,

[t0; t1] =
p1
q1

i [t0; t1, t2] =
p3
q3
.

Ïðèïóñòèìî, ùî 2 ≤ k < n, i äëÿ áóäü-ÿêîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó
[b0; b1, . . . , bk] i áóäü-ÿêîãî j: 0 ≤ j ≤ k ñïðàâåäëèâî òâåðäæåííÿ ïðî òå,
ùî [b0; b1, . . . , bk] = p′j/q

′
j, äå p

′
j i q

′
j âèçíà÷åíi ñïîñîáîì, àíàëîãi÷íèì (à)-

(ñ), àëå äëÿ ëàíöþãîâîãî äðîáó [b0; b1, . . . , bk]. Òîäi [t0; t1, . . . , tk, tk+1] =
[t0; t1, . . . , tk−1[tk; tk+1]] = (ïî òåîðåìi 2.4) = = [b0; b1, ..., bk−1, bk], äå bi = ti

ïðè 0 ≤ i ≤ k−1 i bk = [tk; tk+1] =
tk+1

tk+1
. Òàêèì ÷èíîì, ó ñèëó iíäóêòèâíîãî

ïðèïóùåííÿ

[t0; t1, . . . , tk, tk+1] =
p′k−1bk + p′k−2
q′k−1bk + q′k−2

.

Îñêiëüêè bi = ti ïðè 0 ≤ i ≤ k − 1, ìà¹ìî, ùî äëÿ òàêèõ i pi = p′i i qi = q′i.
Ïiäñòàâëÿþ÷è âiäïîâiäíi âèðàæåííÿ äëÿ bk, p′i i q

′i îäåðæó¹ìî

[t0; t1, . . . , tk, tk+1] =
pk−1

(
tk + 1

tk+1

)
+ pk−2

qk−1

(
tk+1 + 1

tk+1

)
+ qk−2

=

=
(pk−1tk−1 + pk−2) + pk−1

tk+1

(qk−1tk + qk−2) + qk−1

tk+1

=
pktk+1 + pk−1
qktk+1 + qk−1

=
pk+1

qk+1
.

Îòæå, çà iíäóêöi¹þ, [t0; t1, . . . , tk, tk+1] =
pk
qk

ïðè 0 ≤ k ≤ n.

×èñëà pk i qk (òåîðåìà 2.5) âèçíà÷åíi ïîçà çàëåæíiñòþ âiä òîãî, ùî âîíè
ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ÿê ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê âèðàçó, ðiâíîãî k-îìó
ïiäõiäíîìó äðîáó. Ðåêóðñèâíå âiäíîøåííÿ, çàäàíå òåîðåìîþ ??, çàáåçïå÷ó¹
øâèäêèé ñïîñiá îá÷èñëåííÿ ïiäõiäíèõ äðîáiâ äëÿ çàäàíîãî ëàíöþãîâîãî
äðîáó, îñêiëüêè ÷èñåëüíèê pi i çíàìåííèê qi ìîæíà îá÷èñëèòè îäíî÷àñíî
é äîñòàòíüî ïðîñòî. Íàïðèêëàä, äëÿ x = [−4; 2, 5, 2, 1] = [t0; t1, t2, t3, t4]
ïiäõiäíi äðîáè ìîæíà îá÷èñëèòè âiäïîâiäíî äî íàâåäåíî¨ íèæ÷å òàáëèöi:

Òàê ùî x = −124/35, òîáòî ÷èñëó, ùî ïîðîäèëî ëàíöþãîâèé äðiá [-4; 2,
5,2,1] (äèâ. ðîçäië 5.1). Çàâäÿêè ðåêóðñèâíîìó ñïîñîáó çàâäàííÿ ëàíöþãî-
âèõ äðîáiâ, ¹ çíà÷íà êiëüêiñòü ñïiââiäíîøåíü, ùî çâ'ÿçóþòü ïiäõiäíèé äðiá
÷åðåç ÷èñåëüíèê i çíàìåííèêè, pk i qk, óâåäåíi òåîðåìîþ 2.5. Ùîá çàïèñ öèõ
âiäíîøåíü çðîáèòè ñïðàâåäëèâèì ïðè k = 0, íàé÷àñòiøå çðó÷íî âèçíà÷àòè
pk i qk ïðè k = −1, ïîêëàâøè

p−1 = 1,
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q−1 = 0.

Òàêèì ÷èíîì,
p1 = p0t1 + p−1 = t0t1 + 1

i
q1 = q0t1 + q−1 = 1 · t1 + 0 = t1,

ÿê â òåîðåìi 2.5.

Òåîðåìà 2.6. ßêùî [t0; t1, . . . , tn] � ñêií÷åíèé ëàíöþãîâèé äðiá, äå ti - äié-
ñíi ÷èñëà, pk i qk - çàäàíi òåîðåìîþ 2.5, òîäi

a) pkqk−1 − pk−1qk = (−1)k ïðè 0 ≤ k ≤ n;

á) pk
qk
− pk−1

qk−1
= (−1)k−1

qkqk−1
, ïðè 1 ≤ k ≤ n;

â)
pk
qk
− pk−2
qk−2

=
(−1)ktk
qkqk−2

, ïðè 2 ≤ k ≤ n;

ã) Ïiäõiäíi äðîáè ïàðíîãî ïîðÿäêó óòâîðþþòü çðîñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü,
òîáòî

p0
q0
<
p1
q1
<
p2
q2
. . . ,

Ïiäõiäíi äðîáè íåïàðíîãî ïîðÿäêó óòâîðþþòü ñïàäíó ïîñëiäîâíiñòü,
òîáòî

p0
q0
>
p1
q1
>
p2
q2
. . . .

Êðiì òîãî,
p2j
q2j
≤ [t0; t1, t2, .., tn] ≤ p2i+1

q2i+1

ïðè 0 ≤ j ≤ [n/2] i 0 ≤ i ≤ [(n − 1)/2], äå çëiâà ðiâíiñòü ìà¹ ìiñöå,
êîëè n ïàðíå, à ñïðàâà ðiâíiñòü ìà¹ ìiñöå, êîëè n íåïàðíå.

ä) ßêùî äðiá [t0; t1, . . . , tn] � ïðîñòèé, òî qk ≥ k ïðè 0 ≤ k ≤ n

¹) ßêùî äðiá [t0; t1, . . . , tn] � ïðîñòèé, òî qk ≤ qk+1 ïðè 1 ≤ k ≤ n − 1 i
q0 < q1.



50Äîâåäåííÿ. a) Ïðè ê = 1 ìà¹ìî p1q0−p0q1 = (t0t1 +1)− t0t1 = 1 = (−1)1−1

çà òåîðåìîþ 2.5. Íåõàé 2 ≤ m < n i ïðèïóñòèìî, ùî ôîðìóëà â ïóíêòi
(à) ñïðàâåäëèâà ïðè k = n. Äîâåäåíî, ùî ôîðìóëà ìà¹ ìiñöå ïðè k =
n+ 1. Çíîâó, âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 2.5, ìà¹ìî

pm+1qm − pmqm+1 = (pmtm−1 + pm−1) qm − pm (qmtm+1 + qm−q) =

= qmpm−1−pmqm−1 = (−1) (pmqm−1 − qmpm−1) = (−1)(−1)m−1 = (−1)(m+1)−1.

Òàêèì ÷èíîì, ôîðìóëà â ïóíêòi (à) ìà¹ ìiñöå ïðè 1 ≤ k ≤ n. Òàêîæ
p0q−1 − p−1q0 = t0 · 0− 1 · 1 = −1 i ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà ïðè k = 0.

á) Òâåðäæåííÿ òåîðåìè ñëiäó¹ ç ÷àñòèíè (à), ÿêùî â âiäïîâiäíié ðiâíîñòi
ïðè k ≥ 1 âèêîíàòè äiëåííÿ íà qkqk−1.

â) ßêùî k ≥ 2, òî çà òåîðåìîþ 2.5

pk = p−ltk + p−2,

qk = qk−1tk + qk−2.

Äîìíîæèìî ïåðøó ç ðiâíîñòåé íà qk−2, äðóãó � íà pk−2

pkqk−2 = p−lqk−2tk + p−2qk−2,

qkpk−2 = qk−1pk−2tk + pk−2qk−2.

Âiäíiìèìî âiä ïåðøî¨ ðiâíîñòi äðóãó ðiâíiñòü, îòðèìà¹ìî

pkqk−2 − qkpk−2 = (pk−1qk−2 − qk−1pk−2) tk.

Òåïåð, âðàõîâóþ÷è òâåðäæåííÿ â ÷àñòèíi (à), îòðèìà¹ìî

pkqk−2 − qkpk−2 = (−1)(k−1)−1(−1)2tk = (−1)ktk.

Ðàîçäiëèìî íà qkqk−2 > 0, îòðèìà¹ìî áàæàíèé ðåçóëüòàò:

pk
qk
− pk−2
qk−2

=
(−1)ktk
qkqk−2

.

ã) ßêùî 2 ≤ k ≤ n è k � ïàðíå, òî k − 2 òàêîæ ïàðíå i k − 2 ≥ 0. Òîìó
−1k = 1 i ç òâåðæäåííÿ â ÷àñòèíi (â) ñëiäó¹, ùî

pk
qk
− pk−2
qk−2

=
tk

qkqk−2
> 0.



51îñêiëüêè tk è qkqk−2 äîäàòíi ïðè k ≥ 1. ßêùî 3 ≤ k ≤ n i k � íåïàðíå,
òî k − 2 òàêîæ íåïàðíå i k − 2 ≥ 1. Â öüîìó âèïàäêó (−1)k = 1, òàê
ùî ç òâåðäæåííÿ â ÷àñòèíi (â) ñëiäó¹, ùî

pk
qk
− pk−2
qk−2

=
(−1)ktk
qkqk−2

< 0

òàê ÿê tk i qkqk−2 äîäàòíi ïðè k ≥ 3. ßêùî n íåïàðíå, òî çãiäíî ç (á)
pn
qn
> pn−1

qn−1
, òàê ùî [t0; t1, . . . , tn] = pn

qn
áiëüøå, íiæ íàéáiëüøèé ïiäõi-

äíèé äðiá ïàðíîãî ïîðÿäêó pn−1

qn−1
. ßêùî n ïàðíå, òî pn

qn
< pn−1

qn−1
, òàê ùî

[t0; t1, . . . , tn] = pn
qn

ìåíøå, íiæ íàéìåíøèé ïiäõiäíèé äðiá íåïàðíîãî
ïîðÿäêó, pn−1

qn−1
. Äîâåäåííÿ ïóíêòiâ (ä) i (¹) çàëèøà¹ìî çà ÷èòà÷åì.



52Ñïèñîê ïîçíà÷åíü
ËÎÃIÊÀ

1 p ∧ q p i q ñòð. 16

2 p ∨ q p àáî q ñòð. 16

3 p̃ íå p ñòð. 16

4 p→ q ÿêùî p, òî q ñòð. 23

5 p↔ q p òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè q ñòð. 25 è 32

6 p ≡ q p ëîãi÷íî åêâiâàëåíòíî q ñòð. 28

7 ∀ äëÿ âñiõ ñòð. 114

8 ∃ iñíó¹ ñòð. 115

ÌÍÎÆÈÍÈ

9 {a1, a2, a3, ..., an} ìíîæèíà åëåìåíòiâ a1, a2, a3, ..., an ñòð. 67

10 {x : P} ìíîæèíà åëåìåíòiâ, ùî âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ P ñòð. 68

11 a ∈ A a ¹ åëåìåíò ìíîæèíè A ñòð. 68

12 A ⊆ B ìíîæèíà A ¹ ïiäìíîæèíà ìíîæèíè A ñòð. 68

13 � ïîðîæíÿ ìíîæèíà, èëè íóëü-ìíîæèíà ñòð. 69

14 U óíiâåðñàëüíà ìíîæèíà U ñòð. 69

15 A
⋂
B ïåðåòèí ìíîæèí A è B ñòð. 71

16 A
⋃
B îá'¹äíàííÿ ìíîæèí A è B ñòð. 71

17 A−B ðiçíèöÿ ìíîæèí A è B ñòð. 72

18 A∆B ñèìåòðè÷íà ðiçíèöÿ ìíîæèí A è ñòð. 72

19 A′ äîïîâíåííÿ ìíîæèíè A ñòð. 72

20
n⋂

i=1

Ai ïåðåðiç ìíîæèí A1, A2, ..., An ñòð. 138

21
n⋃

i=1

Ai îá'¹äíàííÿ ìíîæèí A1, A2, ..., An



53ÒÅÎÐIß ×ÈÑÅË

22 Z ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë

23 N àáî Z+ ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë

24 a|b a äiëèòü b

25 ÍÑÄ(a,b) íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ÷èñåë a i b

26 ÍÑÊ(a,b) íàèìåíøå ñïiëüíå êðàòíå

27 a ≡ b(modn) a ïîðiâíÿíî ç b çà ìîäóëåì n

28 [a] êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi, ùî ìiñòèòü a

29 [a]⊕ [b] ñóìà êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi

30 [a]� [b] äîáóòîê êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi

31 [[m]]n íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ïîðiâíÿíå ç m çà ìîäóëåì n
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