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ПРОГРАМА НАВЧАЛЬНОЇ ДИСЦИПЛІНИ 
 

Модуль 1. Звичайні диференціальні рівняння. 

Змістовий модуль 1. Звичайні диференціальні рівняння першого 

порядку  

Тема 1.  Диференціальні рівняння першого порядку, розв’язані стосовно 

похідної  

Поняття звичайного диференціального рівняння. Порядок рівняння. 

Частковий та загальний розв’язки. Задачі, які зводяться до диференціальних 

рівнянь. Диференціальні рівняння першого порядку, розв’язані стосовно 

похідної, які інтегруються в квадратурах. Рівняння з відокремлюваними 

змінними і ті, що зводяться до них. Однорідні рівняння і ті, що зводяться до 

них. Узагальнені однорідні рівняння. Лінійні рівняння першого порядку. 

Структура загального розв’язку. Метод варіації сталої. Метод Бернуллі. 

Рівняння Бернуллі. Рівняння в повних диференціалах. Інтегруючий 

множник. Методи знаходження інтегруючого множника.  
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1. Основні поняття 

 Звичайним диференціальним рівнянням називається рівність, що 

містить незалежну змінну 𝑥, невідому функцію 𝑦 та її похідні 𝑦!, 𝑦!!, … 𝑦(#): 

𝐹&𝑥, 𝑦, 𝑦!, 𝑦!!, … , 𝑦(#)' = 0    (1.1) 

Означення. Порядок старшої похідної, що входить до складу рівняння (1), 

називається порядком цього рівняння. 

Означення. Диференціальним рівнянням 1-го порядку відносно 

функції 𝑦 = 𝑦(𝑥) називається  вираз вигляду 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦!) = 0  або  

𝑦! = 𝑓(𝑥, 𝑦),                                      (1.2) 

якщо він розвʼязаний відносно похідної 𝑦! = %&
%'

. 

Означення. Загальним розвʼязком диференціального рівняння (1.2) 

називається функція 𝑦 = 𝜑(𝑥, С), яка при будь-якому значенні сталої С			є 

розвʼязком цього рівняння.  

Означення. Частинним розвʼязком диференціального рівняння 1-го  

порядку називається будь -яка функція 𝑦 = 𝜑(𝑥, 𝐶(), отримана із загального 

розвʼязку при певному значенні довільної сталої С = С(. 

Означення. Графік будь-якого розвʼязку диференціального рівняння 

 𝑛 − го	на площині (𝑥, 𝑦)  називається інтегральною кривою. 

Означення. Процес знаходження розвʼязку диференціального 

рівняння називається інтегруванням рівняння. Завдання інтегрування 

диференціального рівняння полягає у знаходженні всіх розвʼязків цього 

рівняння та вивченні їх властивостей. 

 

Задача Коші. Серед усіх розв'язків диференціального рівняння 
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%&
%'
= 𝑓(𝑥, 𝑦)                                                   (1.2) 

знайти рішення 

𝑦 = 𝑦(𝑥)                                                 (1.3) 

що задовольняє умовам: 

𝑦 = 𝑦(			при		𝑥 = 𝑥(                                                (1.4) 

де задані числа, тобто шукається такі розвʼязки (1.3), якому функція 

приймає задане значення 𝑦(, якщо незалежну змінну	 𝑥 замінити заданим 

значенням 𝑥( так що 𝑦(𝑥() = 𝑦(. 

Геометрично це означає, що шукається інтегральна крива, яка проходить 

через задану точку 𝑀((𝑥(, 𝑦().  

Умови (1.4) називаються початковими умовами розвʼязку (1.3). 

Задача знаходження частинного розвʼязку, яке задавольняє 

початковим умовам (1.4), називаєтся задачей Коши. 

Означення. Точки, у яких порушуються умови  задачи Коші, 

називаються особливими точками. 

Через такі точки або взагалі не проходить жодна інтегральна крива, 

або проходить кілька інтегральних кривих. 

Означення. Розвʼязок, у кожній точці якого порушуєтьсяя єдність 

розвʼязку задачі Коші, називаються особливими. 

Особливий розвʼязок не може бути отриманий із загального розвєязку 

при жодному значенні довільної сталої С. Особливі розвʼязки можуть 

зʼявитися серед розвʼязків, загублених в результаті перетворень даного 

рівняння в процесі його інтегрування. 

Контрольні запитання 



 7 

1. Яке  рівняння називається диференціальним? 

2. Що називається розвʼязком диференціальним рівнянням? 

3. Яке рівняння називається диференціальним рівнянням 1-го 

порядку? 

4. Що називається загальним розвʼязком та загальним інтегралом 

диференціальним рівнянням? 

5. Що називається частинним розвʼязком та частинним інтегралом 

диференціальним рівнянням? 

6. Що називається початковою умовою для диференціального 

рівняння 1-го порядку Яким є геометричний зміст початкової умов 

для диференціального рівняння 1-го порядку? 

7. Сформулюйте теорему існування та єдності розвʼязку задачі 

Коші диференціального рівняння 1-го порядку? дати геометричну 

інтерпретацію цієї теореми? 

8. Які розвʼязки називаються особливими? 

 

2. Диференціальні рівняння  першого порядку. Рівняння з 

відокремлюваними змінними 

1. Рівняння з відокремленими змінними 

Якщо диференціальне рівняння має вигляд: 

𝑋(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑌(𝑦)𝑑𝑦 = 0,		                                  (2.1) 

де коефіцієнт при 𝑑𝑥  залежить тільки від 𝑥, а коефіцієнт при 𝑑𝑦  тільки від 

𝑦, то кажуть, що у ньому змінні відокремлені. Загальним інтегралом такого 

рівняння буде 

∫𝑋(𝑥)𝑑𝑥 + ∫𝑌(𝑦)𝑑𝑦 = 𝐶     (2.2) 

або 
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∫ 𝑋(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ 𝑌(𝑦)𝑑𝑦 = 𝐶&
&!

'
'!

                                         (2.3) 

особливих розвʼязків немає. 

Якщо 𝑋(𝑥() і 𝑌(𝑦() не дорівнюють нулю одночасно, то розвʼязок з 

початковими умовами 𝑥(, 𝑦(			можна знайти звичайним способом за 

загальним інтегралом (2.2) або, ще простіше, за загальним інтегралом (2.3), 

поклавши в ньому  𝐶 = 0: 

∫ 𝑋(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ 𝑌(𝑦)𝑑𝑦 = 0&
&!

'
'!

                                (2.4) 

Якщо	ж	𝑋(𝑥() = 𝑌(𝑦() = 0, то розвʼязок з початковими даними 𝑥(,

𝑦(  може не існувати або це розвʼязок може бути не єдиним. 

2. Рівнянням з відокремлюваними змінними.  

Диференціальне рівняння 

𝑚(𝑥)𝑛(𝑦)𝑑𝑥 + 𝑚)(𝑥)𝑛)(𝑦)𝑑𝑦 = 0                                    (2.5) 

називається рівнянням з відокремлюваними змінними. Помножуючи обидві 
частини рівняння (2.5)  на )

*"(')#(&)
,  отримуємо рівняння з 

відокремленими змінними: 

													*(')
*"(')

𝑑𝑥 + #"(&)
#(&)

𝑑𝑦 = 0											(𝑚)(𝑥) = 0, 𝑛(𝑦) = 0? )                         

(2.6) 

Загальним інтегралом цього рівняння, а отже і рівняння (5), буде 

∫ *(')
*"(')

𝑑𝑥 + ∫ #"(&)
#(&)

𝑑𝑦 = 𝐶                                      (2.7) 

або 

∫ *(')
*"(')

𝑑𝑥 + ∫ #"(&)
#(&)

= 𝐶&
&!

'
'!

                               (2.8)                     

де  𝑚)(𝑥() ≠ 0, 𝑛(𝑦() ≠ 0 
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Розглянемо рівняння 𝑚)(𝑥() = 0, 𝑛(𝑦() = 0		зазначені у формулі (2.6) у 

дужках.  

Якщо вони мають дійсні розвʼязки виду    𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 𝑏, то  

𝑥 = 𝑎	(𝑦 ≠ 𝑏),			𝑦 = 𝑏	(𝑥 ≠ 𝑎)   будуть розвʼязками рівняння (2.5).  

Ці розвʼязки є особливими. 

Розвʼязок з початковими даними 𝑥(,			𝑦(  за умови, що   𝑚)(𝑥() ≠ 0,

𝑛(𝑦() ≠ 0, а 𝑚)(𝑥() і 𝑛)(𝑦()  не рівні одночасно нулю, дається формулою 

∫ *(')
*"(')

𝑑𝑥 + ∫ #"(&)
#(&)

&
&!

𝑑𝑦 = 0'
'!

                            (2.9) 

Якщо 𝑚(𝑥() = 𝑛)(𝑦() = 0, то не гарантується ні існування, ні 

єдиність розвʼязку. 

 Якщо початкова точка (𝑥(; 𝑦() лежить на одному з зазначених вище 

розвʼязків виду 𝑥 = 𝑎	(𝑦 ≠ 𝑏),			𝑦 = 𝑏	(𝑥 ≠ 𝑎), причому це розвʼязкі є 

частиним, інших розвʼязків, що проходять через точку  (𝑥(; 𝑦(), нє існує.  

Якщо ж це розвʼязок особливе, воно стосується точці (𝑥(; 𝑦() деякої 

інтегральної кривої, що міститься у загальному інтегралі за відповідного 

значення С. 

Якщо   𝑥( = 𝑎,				𝑦( = 𝑏,   то поле в початковій точці (𝑎, 𝑏)  не 

визначене. 

До цієї точки примикають розвʼязкі 𝑥 = 𝑎	(𝑦 ≠ 𝑏),			𝑦 = 𝑏	(𝑥 ≠ 𝑎). 

 Приклад 1. Знайти загальний інтеграл диференціального рівняння 

𝑥𝑑𝑥 + (𝑦 + 1)𝑑𝑦 = 0 

і виділити інтегральну криву, що проходить через точку  (0; 0). 

Розвʼязання. Згідно з формулою (2), загальний інтеграл рівняння буде 



 10 

∫ 𝑥𝑑𝑥 + ∫(𝑦 + 1)𝑑𝑦 = 0             або                   '
#

+
+ &#

+
+ 𝑦 = 𝐶 

вважаючи в ньому  𝑥 = 0, 𝑦 = 0, знаходимо, що  𝐶 = 0. Шуканої 

інтегральної кривої буде 

𝑥+ + 𝑦+ + 2𝑦 = 0 

Цю ж інтегральну криву ми можемо отримати і знаходячи загального 

інтеграла, а користуючись формулою (4). Маємо: 

∫ 𝑥𝑑𝑥'
'!

+ ∫ (𝑦 + 1)𝑑𝑦 = 0,						𝑥+ + 𝑦+ + 2𝑦 = 0&
&!

                   

Приклад 2. Розглянемо рівняння 

𝑥𝑑𝑥 + 𝑦𝑑𝑦 = 0 

  у  точці 𝑥 = 0, 𝑦 = 0 поле не визначене.  

Розвʼязання.   Загальним інтегралом рівняння буде 

𝑥+ + 𝑦+ = 𝐶+                                         

На початок координат не примикає жодна інтегральна крива. 

Приклад 3. Нехай дано рівняння 

𝑥𝑑𝑦 + 𝑦𝑑𝑥 = 0 

на початку координат поле не визначене. 

Розвʼязання. Розділяючи змінні та інтегруючи, отримуємо: 

𝑑𝑦
𝑦
+
𝑑𝑥
𝑥
= 0																	(𝑦 = 0,			𝑥 = 0? ),							𝑙𝑛|𝑦| + 𝑙𝑛|𝑥| = 𝑙𝑛|𝐶| 

𝑥 = 0		(𝑦 ≠ 0), 𝑦 = 0	(𝑥 ≠ 0). 

|𝑥𝑦| = |𝐶|,													𝑥𝑦 = ±𝐶,						𝑥𝑦 = 𝐶)										(𝐶) = ±𝐶).  

Приклад 4.  Знайти загальний інтеграл диференціального рівняння 
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(𝑦 − 𝑥𝑦)𝑑𝑥 + (𝑥 + 𝑥𝑦)𝑑𝑦 = 0 

Розвʼязання.  Винесемо спільні множники в обох дужках: 

𝑦(1 − 𝑥)𝑑𝑥 + 𝑥(1 + 𝑦)𝑑𝑦 = 0 

Отримане рівняння є рівнянням з відокремлюваними змінними. Поділимо 

його почленно на 𝑥𝑦 ≠ 0 і отримаємо рівняння з відокремленими 

змінними: 

1 − 𝑥
𝑥

𝑑𝑥 +
1 + 𝑦
𝑦

𝑑𝑦 = 0 

Виконаємо інтегрування: 

O
1 − 𝑥
𝑥

𝑑𝑥 + O
1 + 𝑦
𝑦

𝑑𝑦 = 𝐶, 

𝑙𝑛|𝑥| − 𝑥 + 𝑙𝑛|𝑦| + 𝑦 = 𝐶 

𝑙𝑛|𝑥𝑦| + 𝑙𝑛𝑒&,' = 𝑙𝑛|𝐶| 

Оскільки стала інтегрування – довільна, то для спрощення виразу при 

наступних перетвореннях її можна записати у вигляді  𝑙𝑛|𝐶|.  Тоді: 

|𝑥𝑦|𝑒&,' = |𝐶| 

Звідси знаходимо загальний інтеграл рівняння: 

𝑥𝑦𝑒&,' = ±𝐶     𝑥𝑦𝑒&,' = 𝐶)									(𝐶) = ±𝐶) 

При розвʼязанні  рівняння було припущено,  𝑥 ≠ 0, 𝑦 ≠ 0. Проте функції 

𝑥 = 0  та  𝑦 = 0 також є розвʼязками вихідного рівняння, що легко 

перевірити безпосередньою підстановкою. З іншого боку їх можна 

отримати із загального інтеграла при 𝐶 = 0. Отже, 𝑥 = 0		і	𝑦 = 0 − частинні 

розвʼязки рівняння. 

Завдання для самостійной роботи 
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1.Знайти загальний розвʼязок:  

1. ln 𝑐𝑜𝑠𝑦𝑑𝑥 + 𝑥𝑡𝑔𝑥𝑑𝑦 = 0. 

2. (𝑥 + 2𝑥-)𝑑𝑥 + (𝑦 + 2𝑦-)𝑑𝑦 = 0. 

3. 𝑥Y1 + 𝑦+𝑑𝑥 + 𝑦√1 + 𝑥+𝑑𝑦 = 0. 

4. '%&
.),&#

+ &%'
√),'#

= 0. 

5. &Y𝑥𝑦 − √𝑥'𝑑𝑥 + &Y𝑥𝑦 + Y𝑦'𝑑𝑦 = 0. 

2. Знайти частинний розвʼязок, що задовольняє початкову умову: 

1. &&!
'
+ 𝑒' = 0; 					𝑦(1) = 0. 

2. 𝑦𝑑𝑥 − (4 + 𝑥+)𝑙𝑛𝑦 = 0; 				𝑦(2) = 1. 

3. 3𝑒'𝑡𝑔𝑦𝑑𝑥 + (1 + 𝑒')𝑠𝑒𝑐+𝑦𝑑𝑦 = 0; 							𝑦(0) = 0
1
 

4. (1 + 𝑒')𝑦+𝑑𝑦 = 𝑒'𝑑𝑥; 							𝑦(0) = 0. 

5. 𝑦! = 2',&; 							𝑦(−3) = −5. 

 

Контрольні запитання 

1. Дати означення диференціального рівняння з відокремлюваними 

змінними і сформулювати метод його інтегрування.  

2. Які існують форми запису диференціального рівняння з 

відокремлюваними змінними і як вони між собою пов’язані?  

3. Як можуть з’явитися особливі розв’язки для диференціального 

рівняння з відокремлюваними змінними?  
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3. Однорідні диференціальні рівняння першого порядку та рівняння, 

що до них зводяться 

Означення. Функція  𝑓(𝑥, 𝑦) називається однорідною функцією n виміру, 

якщо при будь -якому 𝑡 виконується тотожність: 

𝑓(𝑡𝑥, 𝑡𝑦) = 𝑡#𝑓(𝑥, 𝑦)      (3.1) 

Наприклад, функція 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥+ − 𝑦+ + 2𝑥𝑦 є однорідною функцією 2-го 

виміру, оскільки 

𝑓(𝑡𝑥, 𝑡𝑦) = (𝑡𝑥)+ − (𝑡𝑦)+ + 2𝑡𝑥 ∙ 𝑡𝑦 = 𝑡+(𝑥+ − 𝑦+ + 2𝑥𝑦) = 𝑡+𝑓(𝑥, 𝑦) 

Покладаючи в (4.1)  𝑡 = )
'
 , отримаємо  

𝑓 _1, &
'
` = )

'$
𝑓(𝑥, 𝑦), тоді 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥#𝑓 _1, &

'
`. 

Однорідну функцією 𝑛-го виміру можна подати у вигляді 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥#𝜑 _&
'
`                                       (3.2) 

Означення. Рівняння 

𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0.												                        (3.3) 

в якому 𝑀(𝑥, 𝑦)  и 𝑁(𝑥, 𝑦)  - однорідні функції однакового виміру, 

називається однорідним рівнянням. 

Це рівняння завжди може бути приведено до вигляду: 

%&
%'
= 𝜑 _&

'
`                                     (3.4) 

Однорідне рівняння зводиться до рівняння з відокремлюваними 

зміними, за допомогою підстановки  &
'
= 𝑧, де 𝑧 = 𝑧(𝑥) −нова шукана 

функція. 

Тоді  
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 𝑦 = 𝑧𝑥 𝑦! = 𝑧!𝑥 + 𝑧    (3.5) 

Підставляючи 𝑦   та 𝑦! в рівняння (3.3), отримаємо 

𝑧!𝑥 + 𝑧 = 𝜑(𝑧)   або     𝑥 %&
%'
= 𝜑(𝑧) − 𝑧, 

звідки  

𝑑𝑢
𝜑(𝑧) − 𝑧

=
𝑑𝑥
𝑥
,											𝜑(𝑧) ≠ 𝑧 

Інтегруючи, знаходимо загальний розвʼязок відносно функції 𝑧: 

O
𝑑𝑧

𝜑(𝑧) − 𝑧
= O

𝑑𝑥
𝑥
+ 𝐶 

Підставляючи після інтегрування замість 𝑧  відношення &
'
 ,  отримаємо 

загальний розвʼязок даного однорідного рівняння. 

Зауваження. При розвʼязанні однорідних рівнянь не обовʼязково 

зводити їх до вигляду (3.4). Можна зразу робити підстановку 𝑦 = 𝑧𝑥. 

Приклад 1. Знайти загальний інтеграл рівняння 

(𝑥+ + 2𝑥𝑦)𝑑𝑥 + 𝑥𝑦𝑑𝑦 = 0. 

Розвʼязання.  𝑀(𝑥, 𝑦) = 𝑥+ + 2𝑥𝑦,									𝑁(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦.  Це однорідне 

рівняння другого порядку. Введемо підстановку 𝑦 = 𝑧𝑥,  звідси 𝑑𝑦 =

𝑥𝑑𝑧 + 𝑧𝑑𝑥.  Тоді рівняння має вигляд 

(𝑥+ + 2𝑥+𝑧)𝑑𝑥 + 𝑧𝑥(𝑥𝑑𝑧 + 𝑧𝑑𝑥) = 0 

Або.      (𝑥+ + 2𝑥+𝑧 + 𝑧+𝑥+)𝑑𝑥 + 𝑧𝑥-𝑑𝑧 = 0  

𝑑𝑥
𝑥
+

𝑧𝑑𝑧
(𝑧 + 1)+

= 0,																 O
𝑑𝑥
𝑥
+ O

𝑧𝑑𝑧
(𝑧 + 1)+

= 𝐶 

𝑙𝑛|𝑥| + 𝑙𝑛|𝑧 + 1| +
1

𝑧 + 1
= 𝐶 
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Відповідь:        𝑙𝑛|𝑥` + 𝑦| + '
'2&

= 𝐶 

Приклад 2. Проінтегрувати рівняння 

(𝑥+ + 2𝑥𝑦 − 𝑦+)𝑑𝑥 + (𝑦+ + 2𝑥𝑦 − 𝑥+)𝑑𝑦 = 0 

і виділити інтегральну криву, яка проходить через точки:  

а)  (2; 2);  б)  (1; −1);      в)  (0; 0) .    

Розвʼязання. Зробимо заміну  𝑦 = 𝑧𝑥,   тоді   𝑑𝑦 = 𝑥𝑑𝑧 + 𝑧𝑑𝑥, так що 

(𝑥+ + 2𝑧𝑥+ − 𝑧+𝑥+)𝑑𝑥 + (𝑧+𝑥+ + 2𝑥+𝑧 − 𝑥+)(𝑥𝑑𝑧 + 𝑧𝑑𝑥) = 0 

Скоротимо на  𝑥+ і зберемо члени при  𝑑𝑥  і  𝑑𝑧: 

(𝑧- + 𝑧+ + 𝑧 + 1)𝑑𝑥 + (𝑧+ + 2𝑧 − 1)𝑥𝑑𝑧 = 0 

Розділяючи змінні, маємо: 

𝑑𝑥
𝑥
+

𝑧+ + 2𝑧 − 1
(𝑧+ + 1)(𝑧 + 1)

𝑑𝑧 = 0													(𝑧 + 1 = 0? ) 

Інтегруючи, отримуємо: 

𝑙𝑛|𝑥| − 𝑙𝑛|𝑧 + 1| + ln(𝑧+ + 1) = 𝑙𝑛|𝐶)| 

або                          '(3
#2))
32)

= 𝐶									(𝐶 = 𝐶))                            

замінивши тут 𝑧 на  &
'
  потримаємо загальний інтеграл рівняння у вигляді   

𝑥+ + 𝑦+

𝑥 + 𝑦
= 𝐶 

Це є сімейство кіл: 

𝑥+ + 𝑦+ = 𝐶(𝑥 + 𝑦).				                              (*) 

з яких потрібно виключити початок координат та напівпрямі 
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𝑥 + 𝑦 = 0                                             (^) 

Записавши сімейство (*) у вигляді 

_𝑥 − 4
+
`
+
+ _𝑦 − 4

+
`
+
= 4#

+
                        (**) 

Центри всіх кіл (**) лежать на прямій і що на початку координат всі вони 

стосуються прямої.. 

а) Вважаючи в (*)  𝑥 = 2, 𝑦 = 2   знаходимо 𝐶 = 2    так що шуканим 

розвʼязком буде 

𝑥+ + 𝑦+ = 2(𝑥 + 𝑦) 

або    

(𝑥 − 1)+ + (𝑦 − 1)+ = 2 

Розвʼязок (*) не проходять через точку  (2; 2) 

б) Жодна з кіл (**) не проходить через точку (1; −1). Причому  напівпряма     

𝑦 = −𝑥		проходить через цю точку та дає  розвʼязок. 

в) До початку координат примикають усі інтегральні криві. На відміну від 

випадків «а» та «б» тут розв'язання задачі Коші не єдине. 

Диференціальні рівняння які зводяться до однорідних 

%&
%'
= 𝑓 _5"'26"&27"

5'26&27
`                                         (3.6) 

де 𝑎), 𝑎+, 𝑏), 𝑏+, 𝑐), 𝑐+ −сталі. 

Якщо в рівнянні (4.6) с) = с+ = 0, то отримаємо однорідне рівняння 

вигляду (4.3) 

1. Якщо визначник 

f𝑎)		𝑏)
𝑎			𝑏

f ≠ 0                                                (3.7) 
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то це рівняння за допомогою підстановки 

g𝑥 = 𝜉 + 𝛼,
𝑦 = 𝜂 + 𝛽                                           (3.8) 

де  𝜉  и  𝜂  - нові змінні, а 𝛼  и  𝛽 - деякі постійні числа, які знаходяться з 

системи 

g𝑎)𝛼 + 𝑏)𝛽 + 𝑐) = 0,
𝑎𝛼 + 𝑏𝛽 + 𝑐 = 0.                                          (3.9) 

наводиться до однорідного рівняння 

%8
%9
= 𝑓 _5"926"8

59268
`                                             (3.10) 

2. Якщо визначник 

f𝑎)		𝑏)
𝑎			𝑏

f = 0                                          (3.11) 

то  рівняння (3.6) набуває вигляду: 

%&
%'
= 𝑓 _:(5'26&)27"

5'26&27
` = 𝑓)(𝑎𝑥 + 𝑏𝑦)                          (3.12) 

вважаючи,  

𝑧 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦                                           (3.13) 

прийдемо до рівнянняз відокремлюваними зміннами. 

Приклад 3. Знайти загальний інтеграл рівняння 

(2𝑥 + 𝑦 + 1)𝑑𝑥 + (𝑥 + 2𝑦 − 1)𝑑𝑦 = 0 

Розвʼязання.  Рівняння можна переписати так 

𝑦! = −
2𝑥 + 𝑦 + 1
𝑥 + 2𝑦 − 1

 

 і 
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f2							11							2f = 3 ≠ 0 

Знаходимо точку перетину прямих 2𝑥 + 𝑦 + 1 = 0 і 𝑥 + 2𝑦 − 1 = 0;  

маємо    𝑥 = 𝛼 = −1; 				𝑦 = 𝛽 = 1. 

Проводимо у рівнянні заміну змінних, вважаючи 

𝑥 = 𝜉 + 𝛼 = 𝜉 − 1,			𝑦 = 𝜂 + 𝛽 = 𝜂 + 1; 𝑑𝑥 = 𝑑𝜉, 𝑑𝑦 = 𝑑𝜂 

Рівняння перетворюється на вигляд 

(2𝜉 + 𝜂)𝑑𝜉 + (𝜉 + 2𝜂)𝑑𝜂 = 0 

В отриманому однорідному рівнянні покладемо 𝜂 = 𝜉𝑡,  звідки  

  𝑑𝜂 = 𝜉𝑑𝑡 + 𝑡𝑑𝜉  прийдемо до рівняння з відокремлюваними змінами 

2(𝑡+ + 𝑡 + 1)𝜉𝑑𝜉 + (𝜉 + 2𝑡)𝑑𝑡 = 0 

Загальний інтеграл якого є   𝜉√𝑡+ + 𝑡 + 1 = 𝐶 після заміни  𝑡 маємо:  

𝜉+ + 𝜉𝜂 + 𝜂+ = 𝐶+ 

Повертаючись до змінних 𝑥 і 𝑦 (𝜉 = 𝑥 + 1, 𝜂 = 𝑦 − 1) після перетворень 

знаходимо загальний інтеграл рівняння            

𝑥+ + 𝑦+ + 𝑥𝑦 + 𝑥 − 𝑦 = 𝐶),     𝐶) = 𝐶+ − 1. 

Прииклад 4.  Знайти загальний інтеграл рівняння. 

(𝑥 + 𝑦 + 2)𝑑𝑥 + (2𝑥 + 2𝑦 − 1)𝑑𝑦 = 0. 

Розвʼязання. Рівняння належить до другого типу, оскільки    f1		12		2f = 0.  

Покладемо тому  𝑦 + 𝑥 = 𝑡,				𝑑𝑦 = 𝑑𝑡 − 𝑑𝑥.  Дане рівняння набуває 

вигляду: 

(𝑡 + 2)𝑑𝑥 + (2𝑡 − 1)(𝑑𝑡 − 𝑑𝑥) = 0, 

 або          
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(3 − 𝑡)𝑑𝑥 + (2𝑡 − 1)𝑑𝑡 = 0. 

Отримали рівняння з відокремлюваними змінними. Відокремлюючи змінні 

та інтегруючи, одержимо: 

Розділяючи змінні та інтегруючи, маємо 

∫ +;,)-,;
𝑑𝑡 + ∫𝑑𝑥 = 𝐶,         −2𝑡 − 5𝑙𝑛|𝑡 − 3| + 𝑥 = −𝐶. 

Повертаючись до старих змінних (𝑡 = 𝑥 + 𝑦), отримаємо відповідь: 

𝑥 + 2𝑦 + 5𝑙𝑛|𝑥 + 𝑦 − 3| = 𝐶 

Завдання для самостійной роботи 

Знайти загальний розвʼязок:  

1. 𝑥𝑦! sin _&
'
` + 𝑥 = 𝑦𝑠𝑖𝑛 _&

'
` 

2. 𝑥𝑦 + 𝑦+ = (2𝑥+ + 𝑥𝑦)𝑦! 

3. 𝑥𝑦!𝑙𝑛 _&
'
` = 𝑥 + 𝑦𝑙𝑛 _&

'
` 

4. 𝑥𝑦𝑦! = 𝑦+ + 2𝑥+ 

5. 𝑥𝑦! − 𝑦 = 𝑥𝑡𝑔 _&
'
`; 𝑦(1) = 0

+
 

6. (𝑥+ + 𝑦+)𝑑𝑥 − 𝑥𝑦𝑑𝑦 = 0 

7. o1 + p&
#

'
− 1q𝑑𝑥 − 2𝑦𝑑𝑦 = 0 

8. 2(𝑥 + 𝑦)𝑑𝑦 + (3𝑥 + 3𝑦 − 1)𝑑𝑥 = 0. 

9. (𝑥 − 2𝑦 + 3)𝑑𝑦 + (2𝑥 + 𝑦 − 1)𝑑𝑥 = 0. 

10. (𝑥 − 𝑦 + 4)𝑑𝑦 + (𝑥 + 𝑦 − 2)𝑑𝑥 = 0. 

 

Контрольні запитання 

1. Дати означення однорідного диференціального рівняння 1-го 

порядку.  
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2. Вказати метод знаходження загального розв'язку однорідного 

диференціального рівняння 1-го порядку. 

3. Диференціальне рівняння записане у вигляді:  

𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0: 

а) за якої умови це рівняння буде однорідним? 

б) у якому випадку воно є рівнянням з відокремлюваними змінними?  

4. Які диференціальні рівняння зводяться до однорідних? Вказати метод 

їхнього розв’язування.  

 

4. Лінійні рівняння першого порядку 

Рівняння виду 

𝑦! + 𝑝(𝑥)𝑦 = 𝑞(𝑥)                                        (4.1) 

називаються лінійними тому, що функція y і її похідна y' входять в них в 

першому ступені. 

Функції p(x) і q(x) визначені і неперервні у проміжку (a, b). 

Якщо права частина (1) – функція 𝑞(𝑥) = 0 при всіх значеннях з 

(𝑎, 𝑏), то рівняння привіт вигляд 

𝑦! + 𝑝(𝑥)𝑦 = 0                                         (4.2) 

і називається у разі лінійним однорідним диференціальним рівнянням 

першого порядку. Лінійне рівняння є рівнянням з відокремлюваними  

змінними 

%&
&
= −𝑃(𝑥)𝑑𝑥;        ∫ %&& = −∫𝑃(𝑥)𝑑𝑥;     𝑙𝑛𝑦 = −∫𝑃(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑙𝑛𝐶; 

𝑦 = 𝐶𝑒,∫=(')%'.                             (4.3) 

С-довільна постійна 
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Загальне розвʼязок лінійного неоднорідного рівняння (5.1) можна отримати 

методом Бернуллі або методом варіації довільної сталої (метод Лагранжа). 

Метод варіації довільної сталої (метод Лагранжа). 

Метод Лагранжа полягає в тому, що загальне розвʼязок лінійного 

неоднорідного рівняння (5.1) можна знайти виходячи із загального 

розвʼязка відповідного однорідного рівняння, в якому сталу вважають 

функцією. 

y(𝑥) = C(𝑥)e,∫>(?)@?                                (4.4) 

C(𝑥)- деяка, що підлягає визначенню, функція, що диференціюється від х. 

Для знаходження C(𝑥)			потрібно підставити в рівняння (4.1), що 

призводить до рівняння 

𝐶!(𝑥)e,∫>(?)@? = 𝑄(𝑥), 

C(𝑥) = ∫𝑄(𝑥) e∫>(?)@? + 𝐶, 

де C − довільна стала.  

Підставляючи знайдену функцію  𝐶(𝑥) у вираз (4.4) дістаємо  

загальний розвʼязок лінійного неоднорідного рівняння (5.1) має вигляд 

y = (∫𝑄(𝑥) e∫>(?)@? + 𝐶)e,∫>(?)@?. 

 Зауваження.  Загальний розвʼязок неоднорідного рівняння (4.1) 

дорівнює сумі загального розвʼязку 𝑦зо відповідного однорідного рівнння 

(4.2) і  частинного розвʼязку 𝑦чн даного неоднорідного рівняння: 	
𝑦зн = 𝑦зо + 𝑦чн 
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Метод Ейлера 

Загальне розвʼязок неоднорідного рівняння можна знайти також з 

допомогою так званого інтегруючого множника (метод Ейлера). 

Помножуємо обидві частини рівняння (5.1) на функцію µ = e∫>(?)@? 

y! ∙ e∫>(?)@? + P(x)y ∙ e∫>(?)@? = Q(x) ∙ e∫>(?)@? 

або 

}y ∙ e∫>(?)@?~
!
= Q(x) ∙ e∫>(?)@? 

Отже, 

𝑦 ∙ 𝑒∫=(')%' = O𝑄(𝑥) ∙ 𝑒∫=(')%' + 𝐶 

Метод Бернуллі 

 Метод Бернуллі полягає в тому, що розвʼязок рівняння (4.1) шукаємо 

у вигляді добутку двох функцій 

𝑦 = 𝑢(𝑥) ∙ 𝑣(𝑥) 

 де 𝑢 та 𝑣 - дві невідомі функції, одна з яких довільна, але не рівна нулю.  

Підставляючи вирази 𝑦   та 𝑦!  в рівняння (4.1), отримаємо: 

𝑢!𝑣 + 𝑢𝑣! + 𝑃(𝑥)𝑢𝑣 = 𝑄(𝑥), 

або 

𝑢[𝑣! + 𝑃(𝑥)𝑣] + 𝑢𝑣 = 𝑄(𝑥) 

Користуючись довільністю у виборі функції 𝑣(𝑥), підберемо ії так, щоб 

вираз у дужках дорівнював нулю, тобто 

𝑣! + 𝑃(𝑥)𝑣 = 0. 
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Знаходимо загальний розвʼязок: 

𝑣 = 𝐶)𝑒,∫=(')%' 

В силу довільності вибору функції		𝑣,  виберемо з цього загального 

розвʼязку який- небудь частинний розвʼязок, поклавши, наприклад, С) = 1. 

тоді  

𝑣𝑢! = 𝑄(𝑥)   𝑢! = E(')
F
= 𝑄(𝑥)𝑒∫=(')%' 

𝑢 = 𝐶 +O𝑄(𝑥)𝑒∫=(')%' 

𝑦 = 𝑢𝑣 = 𝑒∫=(')%'[𝐶 + O𝑄(𝑥)𝑒∫=(')%'] 

 

Приклад 1.  Знайти загальний розвʼязок рівняння 

𝑦! − 𝑦𝑐𝑡𝑔𝑥 =
1

𝑠𝑖𝑛𝑥
 

Розвʼязання. Дане рівняння має вигляд (5.1), тобто воно є лінійним відносно 

шуканої функції 𝑦  та ії похідної 𝑦!, при цьому  𝑃(𝑥) = 𝑐𝑡𝑔𝑥,					𝑄(𝑥) = )
GH#'

. 

 Для його розʼязання застосуємо метод Бернуллі, тобто загальний 

розвʼязок шукатимемо у вигляді 

𝑦 = 𝑢(𝑥) ∙ 𝑣(𝑥) 

Звідси  

𝑦! = 𝑢!𝑣 + 𝑢𝑣! 

Підставляємо 𝑦  та 𝑦! в  рівняння 

𝑢!𝑣 + 𝑢𝑣! − 𝑢𝑣𝑐𝑡𝑔𝑥 =
1

𝑠𝑖𝑛𝑥
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𝑢!𝑣 + 𝑢(𝑣! − 𝑣𝑐𝑡𝑔𝑥) =
1

sin 𝑥
 

Для визначення невідомих функцій 𝑢(𝑥)		і	𝑣(𝑥) розібʼємо отримане 

рівняння на два рівняння: 

�
𝑣! − 𝑣𝑐𝑡𝑔𝑥 = 0,

𝑢!𝑣 =
1

𝑠𝑖𝑛𝑥
.

 

Розвʼязуємо перше рівняння системи, як рівняння з відокремлюваними 

змінними: 

𝑑𝑣
𝑑𝑥

= 𝑣𝑐𝑡𝑔𝑥 ⇒ O
𝑑𝑣
𝑑𝑥

= O𝑐𝑡𝑔𝑥𝑑𝑥			 ⇒ 𝑙𝑛|𝑣| = 𝑙𝑛|𝑠𝑖𝑛𝑥| + 𝑙𝑛|𝐶)| 

Звідки 

𝑣 = 𝐶𝑠𝑖𝑛𝑥,							де	𝐶 = ±𝐶) 

Оскільки в даному рівнянні досить знайти який – небудь частинний 

розвʼязок, то, для спрощення подальшого розвʼязання, покладемо 𝐶 = 1. 

(Надалі, при розвʼязанні першого рівняння системи, постійну інтегрування 

записувати не будемо, зразу шукаючи його найпростіший частинний 

розвʼязок, який, як правило, можна отримати при 𝐶 = 1	або	𝐶 = 0). 

Тоді        𝑣 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 

 Підставляємо функцію 𝑣(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥 у друге рівняння системи і 

знайдемо функцію 𝑢(𝑥): 

𝑑𝑢
𝑑𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥 =
1

𝑠𝑖𝑛𝑥
							⇒ 𝑢(𝑥) = −𝑐𝑡𝑔𝑥 + 𝐶. 

Отже, загальний розвʼязок заданого рівняння 

𝑦 = 𝑢(𝑥) ∙ 𝑣(𝑥) = (−𝑐𝑡𝑔𝑥 + 𝐶)𝑠𝑖𝑛𝑥 = −𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝐶𝑠𝑖𝑛𝑥. 

Приклад 2. Знайти частинний розвʼязок рівняння 
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 𝑦! + 𝑦 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝑥, що задовольняє початкову умову 𝑦(0) = 0. 

Розвʼязання. Для розвʼязання застосуємо метод Бернуллі, тобто загальний 

розвʼязок шукатимемо у вигляді 

𝑦 = 𝑢(𝑥) ∙ 𝑣(𝑥) 

Порівнюючи задане рівняння з (4.1) отримаємо, що 

𝑃(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑥;    −∫𝑃(𝑥)𝑑𝑥 = −𝑠𝑖𝑛𝑥 . Тому множник   e,∫>(?)@? = 𝑒,GH#', 

а підстановка запишеться так 

𝑦 = 𝑣(𝑥) ∙ 𝑒,GH#' 

Підставляючи це значення задане рівняння, отримаємо: 

𝑦! = 𝑣! ∙ 𝑒,GH#' − 𝑣 ∙ 𝑒,GH#'𝑐𝑜𝑠𝑥 

𝑐𝑜𝑠𝑥 ∙ 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝑥 ∙ 𝑣 ∙ 𝑒,GH#' 

sin 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 = 𝑣′ 𝑒,GH#' 

Вийшло рівняння з відокремлюваними змінними 

𝑑𝑣
𝑑𝑥

∙ 𝑒,GH#' = 𝑠𝑖𝑛𝑥	𝑐𝑜𝑠𝑥 

Помножуючи його обидві частини на eIJK?, отримаємо 

𝑑𝑣 = 𝑒GH#' ∙ 𝑠𝑖𝑛𝑥	𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥, 

а 

𝑣 = ∫ 𝑒GH#' ∙ 𝑠𝑖𝑛𝑥	𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥 = 𝑒GH#' ∙ 𝑠𝑖𝑛𝑥 − ∫ 𝑒GH#' 	𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥 = 𝑒GH#' ∙ 𝑠𝑖𝑛𝑥 −

−𝑒GH#' + 𝐶. 

Підставляючи це значення 𝑣, знайдемо 

y = (eIJK? ∙ sinx − eIJK? + C)e,IJK? 
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Тепер знайдемо частинний розвʼязок.  

Підставляємо у загальний розвʼязок  початкові умови x = 𝑜; 𝑦 = 0;		 

0 = 𝐶 − 1; 			𝐶 = 1. Частинний розвʼязок запишеться так: 

𝑦 = 𝑒,GH#' + sin 𝑥 − 1 

Приклад 3.  Знайти частинний розвʼязок рівняння 𝑦!𝑐𝑜𝑠+𝑥 + 𝑦 = 𝑡𝑔𝑥, що 

задовольняє початкову мову (задача Коші)  𝑦(0) = 0 

Розвʼязання. Застосуємо метод варіації довільної сталої (метод Лагранжа). 

Спочатку знайдемо загальний розвʼязок однорідного рівняння, що 

відповідає заданому неоднорідному рівнянню. 

Інтегруємо відповідне однорідне рівняння 

𝑦!𝑐𝑜𝑠+𝑥 + 𝑦 = 0 

Це рівняння з відокремлюваними змінними: 

%&
&
+ %'

7LG#'
= 0,       𝑙𝑛𝑦 + 𝑡𝑔𝑥 = 𝑙𝑛𝐶,    𝑦 = 𝐶𝑒,;M' 

Шукаємо розвʼязок неоднорідного рівняння у вигляді	𝑦 = 𝐶(𝑥)𝑒,;M' 

𝐶(𝑥)- невідома функція. Підставляючи  в у задане рівняння 𝑦 = 𝐶(𝑥)𝑒,;M' 

    и  𝑦! = 𝐶!(𝑥)𝑒,;M' − 𝐶(𝑥)𝑒,;M' )
7LG#'

,   

прийдемо до рівняння 

𝑐𝑜𝑠+𝑥𝐶!(𝑥)𝑒,;M' − 𝐶(𝑥)𝑒,;M'
1

𝑐𝑜𝑠+𝑥
𝑐𝑜𝑠+𝑥 + 𝐶(𝑥)𝑒,;M' = 𝑡𝑔𝑥 

або		𝐶!(𝑥)𝑐𝑜𝑠+𝑥𝑒,;M' = 𝑡𝑔𝑥 

звідки 𝐶(𝑥) = ∫ N
%&';M'
7LG#'

𝑑𝑥 = 𝑒;M'(𝑡𝑔𝑥 − 1) + 𝐶 
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Таким чином, отримуємо загальний розвʼязок неоднорідного 

лінійного рівняння:  

𝑦зн = 𝑦зо + 𝑦чн 

𝑦 = 𝑡𝑔𝑥 − 1 + 𝐶𝑒,;M' 

Використовуючи початкову умову 𝑦(0) = 0    отримуємо 0 = −1 + 𝐶, 

звідки 𝐶 = 1 

Отже, розвʼязком задачі Коші є функція 𝑦 = 𝑡𝑔𝑥 − 1 + 𝑒,;M' 

 

Завдання для самостійной роботи 

Знайти загальний розвʼязок:  

1. 𝑥𝑦! − 𝑦 = 𝑥+𝑐𝑜𝑠𝑥 

2. 𝑦! + 2𝑥𝑦 = 𝑥𝑒,'# 

3. 𝑦! − &
'O#'

= 𝑥𝑙𝑛𝑥; 					𝑦(𝑒) = N#

+
 

4. %&
%'
− &

√'
− 𝑒+√' = 0 

5. 𝑦!𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑦𝑠𝑖𝑛𝑥 = 𝑐𝑜𝑠+𝑥 

6. %&
%'
𝑐𝑜𝑠+𝑥 + 𝑦 = 𝑡𝑔𝑥 

7. (𝑦+ + 1) %'
%&
+ 2𝑥𝑦 = 2𝑦+ 

8. 𝑦! − )
'2+

𝑦 = 𝑥+ + 4𝑥 + 5; 			𝑦(−1) = −1,5 

9. 𝑦𝑑𝑥 − (𝑥 + 𝑦+𝑠𝑖𝑛𝑦)𝑑𝑦 = 0 

10. 𝑡𝑑𝑥 + (𝑥 − 𝑡𝑠𝑖𝑛𝑡)𝑑𝑡 = 0 

  

Контрольні запитання 
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1.  Яке рівняння називається лінійним диференціальним рівнянням 1-го 

порядку?  

2. Яке рівняння називається лінійним неоднорідним диференціальним 

рівнянням 1-го порядку?  

3. Яке рівняння називається лінійним однорідним, що відповідає даному 

неоднорідному диференціальним рівнянням 1-го порядку?  

4. Описати метод Бернуллі розв’язання лінійних диференціальним 

рівнянням 1-го порядку.  

5. У чому полягає суть методу варіації довільної сталої (метод Лагранжа) 

розв’язання лінійних диференціальним рівнянням 1-го порядку?  

6. Якою є структура загального розв'язку лінійного диференціального 

рівняння 1-го порядку?  

 

5. Рівняння Бернуллі 

Означення.  Рівнянням Бернуллі називається диференціальне рівняння 1-го 

порядку вигляду 

𝑦! + 𝑝(𝑥)𝑦 = 𝑞(𝑥)	𝑦#                                 (5.1) 

Де 𝑛 ∈ ℝ, 𝑛 ≠ 0, 𝑛 ≠ 1, а 𝑝(𝑥)	і	𝑞(𝑥) – визначені і неперервні на деякому 

проміжку функції. 

 Якщо 𝑛 = 0, то рівняння (5.1) є лінійним неоднорідним рівнянням, 

якщо 𝑛 = 1, то рівняння (5.1) є лінійним однорідним рівнянням. Для інших 

дійсних значень показника 𝑛  рівняння Бернуллі можна звести до лінійного 

диференціального рівняння, за допомогою введення нової функції 𝑧 = 𝑧(𝑥). 

Після множення його обох частин на	𝑦,#  та підстановки 𝑦),# = 𝑧 . де 𝑧    - 

нова шукана функція, воно наводиться до лінійного. 
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План розв'язання. Перетворення рівняння Бернуллі в лінійне проводитися в 

такій послідовності: 

1) помножимо обидві частини рівняння на	𝑦,# 

2) введемо підстановку 𝑦),# = 𝑧. Обидві частини цієї рівності 

продиференцуємо:	(1 − 𝑛)𝑦,#𝑦′ = 𝑧′;  𝑦,#𝑦′ = 3!
),3

 

3) отримане рівняння проінтегруємо як лінійне за допомогою підстановки 

	𝑦 = 𝑢𝑣 = 𝑒∫=(')%'𝑣(𝑥) у якій замість y треба писати	𝑧; 

4) повернемося до шуканої функції, замінюючи 𝑧  на	𝑦),# . 

Приклад 1. Розв'язати рівняння 𝑦! + &
'
= 𝑥+𝑦1. 

 Розвʼязання. Це – рівняння Бернуллі. Проінтегруємо його методом варіації 

довільної постійної. Для цього інтегруємо спочатку відповідне лінійне 

однорідне рівняння 

𝑦! + &
'
= 0 , рішення якого 𝑦 = 4

'
  . 

Шукаємо вирішення вихідного рівняння Бернуллі. Припустимо 

𝑦 = 4(')
'
,							  𝑦! = 4((')

'
− 4(')

'#
 

Підставляючи y та y' у вихідне рівняння дає: 

𝐶!(𝑥)
𝑥

−
𝐶(𝑥)
𝑥+

+
С(𝑥)
𝑥+

= 𝑥+ �
𝐶(𝑥)
𝑥
�
1

 

𝐶!(𝑥)
𝑥

= �
𝐶(𝑥)
𝑥
�
1

 

Інтегруємо отримане рівняння: 

%4(')
[4(')])

= %'
'
.				    − )

-[4(')]*
= 𝑙𝑛𝑥 − 𝑙𝑛𝐶.								 𝐶(𝑥) = p

)
-O#R+'S

*  
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Таким чином, загальне рішення вихідного рівняння 

𝑦 = 4(')
'
= )

' T-O#R+'S
*

. 

Приклад 2. Проінтегрувати рівняння 𝑦! − +'&
)2'#

= 4 √&
√)2'#

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥. 

Розвʼязання. Це також рівняння Бернуллі. Проінтегруємо його методом 

Бернуллі, навіщо покладемо Підставляючи вихідне рівняння 𝑦 = 𝑢𝑣 , 

 𝑦! = 𝑢!𝑣 + 𝑢𝑣′, згрупуємо члени, що містять у першому ступені: 

𝑢!𝑣 + 𝑢 �𝑣! −
2𝑥𝑣
1 + 𝑥+

� = 4
√𝑢𝑣

√1 + 𝑥+
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 

Приймемо за 𝑣 якесь приватне рішення рівняння 

𝑣! −
2𝑥𝑣
1 + 𝑥+

= 0 

Розділяючи у ньому змінні, знаходимо 

%F
F
= +'%'

)2'#
;       𝑙𝑛𝑣 = ln	(1 + 𝑥+)    𝑣 = 1 + 𝑥+ 

Для пошуку маємо рівняння 

𝑢!𝑣 = 4
√𝑢𝑣

√1 + 𝑥+
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥, 

або (оскільки 𝑣 = 1 + 𝑥+) 

𝑢! =
4√𝑢𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥
1 + 𝑥+

 

Розділяємо змінні та інтегруємо %U
+√U

= +5V7;M'
)2'#

𝑑𝑥     √𝑢 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔+𝑥 + 𝐶 

Таким чином, 𝑢 = (𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔+𝑥 + 𝐶)+				 𝑦 = 𝑢𝑣 = (1 + 𝑥+)(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔+𝑥 + 𝐶)+    є 

загальне рішення вихідного рівняння. 
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Завдання для самостійной роботи 

Знайти розвʼязок рівняння: 

1. 	𝑦! + )
'
𝑦 = 2 O#'

'
𝑦+ 

2. 𝑦! − )
'
𝑦 = −𝑦+ 

3. 𝑦! + '&
),'#

= 𝑥Y𝑦 

4. 𝑥𝑦! − 𝑦+𝑙𝑛𝑥 + 𝑦 = 0 

5. (𝑥+ − 4)𝑦! − 4𝑦 = −(𝑥 + 2)𝑦+ 

6. 4𝑥𝑦! + 3𝑦 = −𝑒'𝑥1𝑦W 

7. 𝑦! + -'#&
'*2)

= 𝑦+(𝑥- + 1)𝑠𝑖𝑛𝑥; 				𝑦(0) = 1 

8. 𝑦! + 2 &
'
= +√&

7LG#'
 

9. 𝑦𝑑𝑥 + (𝑥 + 𝑥+𝑦+)𝑑𝑦 = 0 

10. 𝑦! + 𝑦 = 𝑒
'
#Y𝑦; 						𝑦(0) = X

1
. 

 

Контрольні запитання 

1. Яке рівняння називається рівнянням Бернуллі?  

2. Описати метод розв’язання рівняння Бернуллі?  

3. Чим відрізняється рівняння Бернуллі від лінійного неоднорідного 

диференціального рівняння 1-го порядку?  

4. Чи можна розв’язувати рівняння Бернуллі безпосередньо методом 

Бернуллі, не зводячи його до лінійного рівняння?  

 

6. Рівняння у повних диференціалах 

Якщо рівняння 

𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0			                       (6.1) 
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Володіє тим властивістю тим властивістю, що його ліва частина є 

повним диференціалом деякої функції двох змінних, тобто	

𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 𝑑𝑈(𝑥, 𝑦) 

це таке рівняння називається рівнянням у повних диференціалах. 

Рівняння у повних диференціалах завжди у вигляді dU(x, y) = 0, а 

тому його інтеграл є 

U(x, y) = 𝐶. 

Приклад 1 . Дано рівняння 

𝑥+𝑑𝑥 + 𝑦𝑑𝑦 = 0 

його можна записати так: 

𝑑&U(x, y)' = 0 

Ліва частина даного рівняння має повний диференціал функції 

𝑈(𝑥, 𝑦) =
𝑥-

3
+
𝑦+

2
 

тому загальний інтеграл рівняння є 

𝑥-

3
+
𝑦+

2
= 𝐶 

Існує умова, яка дає можливість у кожному випадку встановити, чи 

буде дане рівняння рівнянням у повних диференціалах чи ні. 

Якщо ліва частина рівняння є повним диференціалом певної функції, 

то 

𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 =
𝜕𝑈(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑥

𝑑𝑥 +
𝜕𝑈(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑦

𝑑𝑦 

тобто 
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𝑀(x, y) = YZ(?,\)
Y?

 ,                    N(x, y) = YZ(?,\)
Y\

 

Припустимо, що	𝑀(x, y)  має безперервну приватну похідну по		𝑦, а    

N(x, y) – по 𝑥; тоді 

]^
]&
= ]#_

]']&
  ,               ]`

]'
= ]#_

]&]'
 

Звідси випливає, що      	]^
]&
= ]`

]'
						 

Таким чином, якщо рівняння є рівнянням у повних диференціалах, то     

       ]^
]&
≡ ]`

]'
																																																														(*) 

Отримали необхідну умову того, що рівняння є рівнянням у повних 

диференціалах . 

Доведемо, що ця умова є також достатньою. Нехай виконується умова 

(*). Знайдемо функцію повний диференціал якої дорівнює лівій частині 

рівняння. 

так як 

𝜕𝑈(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑥

= 𝑀(𝑥, 𝑦) 

то всі функції  𝑈(𝑥, 𝑦) такі, що задовольняють цьому співвідношенню, 

задаються формулою 

	𝑈(𝑥, 𝑦) = O𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝐶 

де  𝐶 є функція від  𝑦: 

𝐶 = 𝐶(𝑦). 

Покажемо, що 𝐶(𝑦)		завжди можна вибрати так, щоб 
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𝜕𝑈(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑦

= 𝑁(𝑥, 𝑦) 

Справді, нехай 

𝜕
𝜕𝑥
�O𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝐶(𝑦)� = 𝑁(𝑥, 𝑦) 

тоді 

𝐶!(𝑦) = 𝑁(𝑥, 𝑦) −
𝜕
𝜕𝑥
O𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 

𝐶(𝑦) можна знайти тоді, коли права частина останнього вираження 

залежить лише від y, тобто,  коли 

𝜕
𝜕𝑥
[𝑁(𝑥, 𝑦)] −

𝜕
𝜕𝑦
O𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥] = 0 

Звідси випливає, що (*) виконується, якщо виконано умову, що 

потрібно довести. 

Доказ достатності умови дає практичний прийом для вирішення 

рівнянь у повних диференціалах. 

Приклад 1.   Розвʼязати рівняння 

(𝑦+ − 𝑥)𝑦! − 𝑦 + 𝑥+ = 0. 

 

Розвʼязання.                 ]^
]&
= −1,                   ]`

]'
= −1 

Це дане рівняння є рівняння в повних диференціалах. 

Знаходимо 

𝑈(𝑥, 𝑦) = O(−𝑦 + 𝑥+)𝑑𝑥 + 𝐶(𝑦) 
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𝑈(𝑥, 𝑦) = −𝑥𝑦 +
𝑥-

3
+ 𝐶(𝑦). 

]_
]&
= −𝑥 + 𝐶!(𝑦) = 𝑦+ − 𝑥,    𝐶!(𝑦) = 𝑦+        𝐶(𝑦) = &*

-
+ 𝐶) 

−𝑥𝑦 + 𝑥^3/3 + 𝑦^3/3 = 𝐶. 

Загальний інтеграл цього рівняння. 

Приклад 2.  Розвʼязати рівняння  (𝑥+ − 1)𝑦! + 2𝑥𝑦 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 0. 

Розвʼязання. Це є рівняння в повних диференціалах, виконується: 

𝜕𝑀
𝜕𝑦

≡
𝜕𝑁
𝜕𝑥

= 2𝑥. 

Знаходимо 

𝑈(𝑥, 𝑦) = O(𝑥+ − 1)𝑑𝑦 + 𝐶(𝑥), 

𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑥+𝑦 − 𝑦 + 𝐶(𝑥), 

𝜕
𝜕𝑥
[𝑥+𝑦 − 𝑦 + 𝐶(𝑥)] = 2𝑥𝑦 − 𝑐𝑜𝑠𝑥, 

2𝑥𝑦 + 𝐶′(𝑥) = 2𝑥𝑦 − 𝑐𝑜𝑠𝑥, 

𝐶!(𝑥) = −𝑐𝑜𝑠𝑥,										𝐶(𝑦) = −𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝐶) 

Відповідь:  𝑥+𝑦 − 𝑦 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 = 𝐶 

Методом інтегруючого множника 

Часто рівняння, для яких умова (*) не виконується, шляхом множення 

на спеціально обрану функцію може бути перетворено на рівняння у повних 

диференціалах. 
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Ця у такий спосіб підібрана функція називається інтегруючим 

множником. А зведення рівняння до рівняння у повних диференціалах 

називається методом інтегруючого множника. 

Інтегруючий множник можна знайти для рівнянь виду (6.1), якщо 

його коефіцієнти задовольняють умовам 

𝑀(𝑥, 𝑦) = 𝜑)(𝑥)𝑓)(𝑦) 

𝑀(𝑥, 𝑦) = 𝜑+(𝑥)𝑓+(𝑦) 

𝜑)(𝑥)𝑓)(𝑦)𝑑𝑥 + 𝜑+(𝑥)𝑓+(𝑦)𝑑𝑦 = 0                              (6.2) 

шляхом множення обох частин його на множник 

													  𝜑+(𝑥) ≠ 0           𝑓)(𝑦) ≠ 0 

отримаємо рівняння 

a"(')
a#(')

𝑑𝑥 + b#(&)
b"(&)

𝑑𝑦 = 0                                      (6.3) 

яке є рівнянням у повних диференціалах.  

Таким чином, 	 )
a#(')b"(&)

 буде інтегруючим множником рівняння. 

Загальний інтеграл такого рівняння дається формулою. 

O
𝜑)(𝑥)
𝜑+(𝑥)

𝑑𝑥 + O
𝑓+(𝑦)
𝑓)(𝑦)

𝑑𝑦 = 𝐶 

Приклад 3. Знайти загальний інтеграл рівняння 

𝑦𝑒,7LG'𝑑𝑥 +
𝑙𝑛𝑦
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑑𝑦 = 0 

Розвʼязання.  Помножуємо обидві частини рівняння на      𝜇(𝑥, 𝑦) = GH#'
&

 

𝑦𝑒,7LG'𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 +
𝑙𝑛𝑦
𝑦
𝑑𝑦 = 0 
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Звідси інтегрування отримуємо загальний інтеграл 

𝑒,7LG' + )
+
𝑙𝑛+𝑦 = 𝐶. 

Нехай дано рівняння 

𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0			 

Якщо умова   ]^
]&
≠ ]`

]'
 не виконується, то треба знайти інтегрируючий 

множник. 

Якщо у даного рівняння існує інтегрируючий множник, якій залежіть 

тільки від 𝑥, то він знаходиться за формулою  

𝜇 = 𝑒∫a('), де	𝜑(𝑥) =

𝜕𝑀
𝜕𝑦 −

𝜕𝑁
𝜕𝑥

𝑁
 

Якщо у даного рівняння існує інтегрируючий множник, якій залежіть 

тільки від 𝑦, то він знаходиться за формулою 

𝜇 = 𝑒∫a('), де	𝜑(𝑦) =

𝜕𝑀
𝜕𝑦 −

𝜕𝑁
𝜕𝑥

𝑀
 

Приклад 4. Розвʼязати рівняння 

(𝑥𝑦 − 𝑥+)𝑑𝑦 + (𝑦+ − 3𝑥𝑦 − 2𝑥+)𝑑𝑥 = 0 

Розвʼязання.      ]^
]&
= 2𝑦 − 3𝑥         ]`

]'
= 𝑦 − 2𝑥 ]^

]&
≠ ]`

]'
 

Знаходимо  

𝜕𝑀
𝜕𝑦 −

𝜕𝑁
𝜕𝑥

𝑁
=
2𝑦 − 3𝑥 − 𝑦 + 2𝑥

𝑥(𝑦 − 𝑥)
=
1
𝑥
= 𝜑(𝑥) 

𝜇 = 𝑒∫
%'
' ,						𝜇 = 𝑥. 
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Помножуючи розв'язуване рівняння на   𝑥 

𝑥(𝑥𝑦 − 𝑥+)𝑑𝑦 + 𝑥(𝑦+ − 3𝑥𝑦 − 2𝑥+)𝑑𝑥 = 0 

Отримуємо рівняння у повних диференціалах. Вирішуємо його: 

𝑈(𝑥, 𝑦) = ∫(𝑥+𝑦 − 𝑥-)𝑑𝑦 + 𝜑(𝑥),     𝑈(𝑥, 𝑦) = '#&#

+
− 𝑥-𝑦 + 𝜑(𝑥), 

𝑥𝑦+ − 3𝑥+𝑦 + 𝜑!(𝑥) = 𝑥𝑦+ − 3𝑥+𝑦 − 2𝑥- 

𝜑!(𝑥) = −2𝑥-,           𝜑(𝑥) = − ')

+
 

𝑥+𝑦+

2
− 𝑥-𝑦 −

𝑥1

2
= 𝐶 

- шуканий загальний інтеграл 

Приклад 5.  Розвʼяжіть рівняння							(2𝑥𝑦+ − 𝑦)𝑑𝑥 + (𝑦+ + 𝑥 + 𝑦)𝑑𝑦 = 0. 

Розвʼязання.       ]^
]&
= 4𝑥𝑦 − 1,      ]`

]'
= 1,    ]^

]&
≠ ]`

]'
. 

Знаходимо 

𝜕𝑀
𝜕𝑦 −

𝜕𝑁
𝜕𝑥

−𝑀
=
4𝑥𝑦 − 1 − 1
2𝑥𝑦+ − 𝑦

= −
2(2𝑥𝑦 − 1)
𝑦(2𝑥𝑦 − 1)

= −
2
𝑦
= 𝜑(𝑦) 

𝜇 = 𝑒,∫
#
,%&      𝜇 = )

&#
 

Помножуємо розв'язуване рівняння на 

𝜇 =
1
𝑦+

 

�2𝑥 −
1
𝑦
� 𝑑𝑥 + �1 +

𝑥
𝑦+
+
1
𝑦
�𝑑𝑦 = 0 

Останнє рівняння – рівняння у повних диференціалах. Вирішуємо його 
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𝑈(𝑥, 𝑦) = O�2𝑥 −
1
𝑦
�𝑑𝑥 + 𝜑(𝑦),											𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑥+ −

𝑥
𝑦
+ 𝜑(𝑦) 

'
&#
+ 𝜑!(𝑦) = 1 + '

&#
+ )

&
,     𝜑!(𝑦) = 1 + )

&
               𝜑(𝑦) = 𝑦 + 𝑙𝑛𝑦 + 𝐶) 

Відповідь:   𝑥+ − '
&
+ 𝑦 + 𝑙𝑛𝑦 = 𝐶. 

 

Завдання для самостійной роботи 

1. (𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑦)𝑑𝑥 + (𝑥𝑐𝑜𝑠𝑦 + 𝑠𝑖𝑛𝑦)𝑑𝑦 = 0 

2. (𝑦 + 𝑒'𝑠𝑖𝑛𝑦)𝑑𝑥 + (𝑥 + 𝑒'𝑐𝑜𝑠𝑦)𝑑𝑦 = 0 

3. (𝑥𝑦 + 𝑠𝑖𝑛𝑦)𝑑𝑥 + (0,5𝑥+ + 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑦)𝑑𝑦 = 0 

4. (𝑥+ + 𝑦+ + 𝑦)𝑑𝑥 + (2𝑥𝑦 + 𝑥 + 𝑒&)𝑑𝑦 = 0; 		𝑦(0) = 0 

5. &2𝑥𝑦𝑒'# + 𝑙𝑛𝑦'𝑑𝑥 + _𝑒'# + '
&
` 𝑑𝑦 = 0; 				𝑦(0) = 1 

6. (𝑥+ + 𝑠𝑖𝑛𝑦)𝑑𝑥 + (1 + 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑦)𝑑𝑦 = 0 

7. 𝑦𝑒'𝑑𝑥 + (𝑦 + 𝑒')𝑑𝑦 = 0 

8. (3𝑥+𝑦 + 𝑠𝑖𝑛𝑥)𝑑𝑥 + (𝑥- − 𝑐𝑜𝑠𝑦)𝑑𝑦 = 0 

9. (𝑡𝑔𝑦 − 𝑦𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐+𝑥)𝑑𝑥 + (𝑐𝑡𝑔𝑥 + 𝑥𝑠𝑒𝑐+𝑦)𝑑𝑦 = 0 

10. (𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥 + 2𝑥𝑦)𝑑𝑥 + (𝑥+ + 1 + 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑦)𝑑𝑦 = 0 

 

Контрольні запитання 

1. Яке рівняння називається рівнянням в повних диференціалах? 

2. ка умова повинна виконуватися, для того щоб рівняння було в 

повних диференціалах? 

3. За якою формулою знаходять інтегруючий множник при умові, що 

він залежить тільки від 𝑥?  

4. За якою формулою знаходять інтегруючий множник при умові, що 

він залежить тільки від 𝑦 



 40 

Розподіл балів, які отримують студенти за результатами 
поточного і підсумкового контролю 

Змістовий модуль 1 

Тема 1. Диференціальні рівняння першого порядку, розв’язані стосовно 
похідної  

Теми Бали Разом 

Загальні поняття та означення 0-4  
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Рівняння з відокремлюваними змінними… 0-5 

Однорідні диференціальні рівняння першого 
порядку та рівняння, що до них зводяться 

0-5 

Лінійні диференціальні рівняння першого 
порядку 

0-10 

Рівняння Бернуллі 0-6 

Рівняння у повних диференціалах 0-5 
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